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三井田裕樹
2012年度から学年進行で実施されている新しい指導要領では、基礎的な統計を学習する fデータの分析jや
「数学的活動j など、理数教育の充実や言語活動の重視などが盛り込まれた。いずれにしても自々の授業の目
標は、知識や技能及び表現力などを身に付けさせながら創造性の基礎を培い、数学のよさを認識して積極的に
活用することや数学的論拠に基づいて判断する態度を育てることであろう。そして、 B々 の授業において生徒
も教師もわくわくして取り組めるような題材を取り上げることが、生涯にわたって積極的に数学にかかわって
し1く能力や態度を育てることに繋がると考えている。
本校は2002年度から継続してスーパーサイエンスハイスクール(SSH)に指定されている。その中で数学科は、
上記のような、そして大学や社会に繋がる中高の教材を開発すべく研究を行っている。具体的には、『統計~ (集
団の特徴を捉える考え方や手法)、『微分方程式~ (微小な変化に注目して関数の特徴をつかむ考え方)の教材開
発から始めて、その他の様々な分野を含めて、昨年度までに約 60の教材を開発し、中高6カ年のカリキュラム
づくりを進めている。またこれらの教材に関して、公開授業や研究協議会・教員研修会などを開催し、研究の
充実を図っている。
キーワード:サイエンスコミュニケーション，中高大続連携
1.はじめに
本校数学桝では，筑波大学や他大学の数学関係者の協
力を得ながら，大学や社会での学びにつながる数学教材
の開発およひ守旨導法の研究を行っている。
2002年度から指定を受けたスーパーサイエンスハイ
スクー ノレ〈以下SS百と略)研究『先駆的な科学者・槻渚
を育成するための中高一貫カリキュラム研究と教材開
発Jの中で数料ヰは，大学での学びにつながる数学に注
目し，特に「統計j集団の特敷を掴む考え方や手法)お
よび「微分方程式J(:微小な変化から関数の鞘款を捉える
考え方)に関する耕オ開発と授業実践を行った。 2007
年度より 5年間の指定を受けたSSH研究では，これら
以外の分野を含めて，生徒も教師も興味を持って取り組
めるような魅力的で有効な耕オを開発し，中高一貫カリ
キュラムの充実を目指した。
2012年度以降は『幅広い教養日齢、探究心をもっ国際
性豊かな最先端研究者を育成する高大連携プログラム
の研究と実施Jをテーマに取り組んでいる。
その結果、これまでに 65の教材を隣発し，カリキュ
ラムに配置するとともに，教員研修会などで発表してい
る。 2011年度末には， SSH指定10年の区切りとして，
これまで開発した耕オを纏めて，冊子を作成した。
また，生徒の数学への興味関心を高めるための「特別
講座J，サイエンスコミュニケーション能力の育成を呂指
した筑波大学インターンシッフ。と連動した総合学習「ゼ
ミナー ノレJIテーマ研究J，数学務究部など生徒の数学的
活動の支援，などを実施している。
2.今年度の研究
2.1.教材の開発
中・高一貫の良さは，生徒達が，ゆとりある学校生活
を過ごしながら，自分を見つけ出し，何かに熱中し，自
分の倍性を伸ばすことにある。生徒は教科の勉強だけで
なく，学校行事ヰ宅汐ト学習，音悶舌動，水田学習などいろ
いろなものを通して成長していく。数学においても，教
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科書の内容や授業の宿題だけでなく，自分で見つけた自
分の一課題を大切にして納得し1くまで個人で研究したり，
数学研究のクラブ活動で友人らと「こんな証明はどうな
んだろうjなどとわいわい議論して楽しんだり，数学オ
リンヒ。ック・情報オリンヒ。ックなどに積極的に挑戦した
り，し1うなれば“数学の特別活動"が大切であろう。以
前数学オリンヒ。ックに出た生徒は「世界が広がった。多
くの友人が出来たJと言っていた。人生が豊かになるた
めに，成長してし 1くために，楽しい学校生活に，数学は
大きく貢献できるのである。
本校数料ヰでは専任教員がそれぞれ同じ生徒をできる
だけ系臨続して担当し，中高6年間さらに大学をも見通し
た授業を行うように努めている。そこでの共通した目標
はれ1ろし¥ろな現象や軒両に潜む仕組みゃ法員Ijを数学的
に角勃庁し，その本質を捕まえ，そしてそれらを表現でき
るようになる』ことである。入学直後の中学一年生の多
くは，答えが求まればよい，速く答えを出す方が良いと
考えている。そのような生徒に「なぜ?J rどうしてそう
なるの?Jと間し 1かけ，その説明に他の生徒が fなるほ
ど，そんな風にも考えられるのかJrへー，うまい考え方
だな-Jと理解を深めていくことは大切なことである。
たとえ「答えjは向じでも，そこに至る考えは多様にあ
り，それらを知り理解することは，様々な人の個性を認
めることと関様，とても重要なことである。そして自分
の考えを発表し，また色々な考え方を知ることは，その
中に潜む仕組みを一層はっきりと認識させてくれる。
このことは中高から大学への流れの常に忘れずに意識
しておきたい。それには，適切な耕才が欠かせない。様々
な分野において，大学で、の学びにつながる数学教材，魅
力的で有用な教材を開発する必要があると考えられる。
充実したカリキュラム作成のために，生徒も線市も意欲
的に取り組めるような教材をできるだけたくさん開発し，
魅力的な学びを目指していきたいと考えている。
これまでに開発した耕オ一覧を後ページに記載する。
このうち以下の7つの耕才を本年度研究し，開発した。
Al-2. 平方根の連分数展開について
Anl-4. 図で証明する三角関数の性質
gl-4. 正多面体の面や辺の作る角
gl-5. 三平方の定理
g3-4. ヘロンの公式の幾何的証明と応用
Gl-3. 正多角形と等積な正方形の作図法
d3-4. 放物線で屈まれる面積
2.2.研修会
開発した耕オ・カリキュラムは教員側彦会などで公開
し，参加者から今後の研究の指針を得ている。最近の研
修会を報告する。
. SSH岡山数学研修会
2013年8月28日(水)金光学属高校にて
研究授業 金光学園高校 筑駒
発表校 筑駒 豊田西高校 金光学園高校
2011年度の熊本， 2012度の香川に続き，今回も研究授
業を含む教員研修会をさせていただし1た。
金光学園の授業見学の後，金光学園高校の生徒に協力
してもらい，本校数学科の耕オに取り組んでもらう研究
授業を行った。教員の報告・意見交換にとどまらず，具
体的な教材に対する生徒の活動を見ることで，先生方だ
けでなく参加生徒より貴重な意見をいただくことができ
た。また，新しい開発耕才もいくつか発表した。金光学
園からは，生徒の数学部活動報告やSS司実際民告があっ
た。愛知県立豊田西高校からは， SSH 1年目の取り組みが
報告された。
また，岡山県の数学教育の様子や，校内における取り
組みに関する情報交換ができ，大変有意義な会で、あった。
このように地方に行って，他県の多くの先生方と現地で
交流できることは SSHの取り組みならではのことであ
る。会場をお願いした金光学園高校，ご協力いただいた
豊田西高校の先生方に深く感謝したい。
-第40回教育研究会
20日年11月23自(土)本校にて
研究会主題「新しい学びのかたち」
研究授業
中学l年 『数の性質』 高校2年 『漸化式l
? ? ??
?
教育研究会は、参加者に本校の授業を実際に見ていた
だく貴重な機会である。今年度は中 1，高 2の授業を公
開しするとともに研究発表を行い，研究協議会において
いろいろなご意見をいただし1た。今後の研究活動に生か
していきたい。
2.3.数学特別講座
SSH事業として，魅力ある内容に関する「数学特別講
座Jを大学の先生や卒業生に実施していただいている。
この講座の目的は 中学高校の授業で学ぶ数学が将来ど
のように発展するのか，どのように活用されるのか等を
知ることを通して 生徒の数学への興味・関心を高める
とともに，数学に対する理解を深め，数学を学ぶ意義を
感じてもらうことである。なお，これらの内容も授業に
取り込める耕オとして研究する必要があると考えている。
2013度は次の講座を実施した。
-第38回数学特別講座『確率の面白さ』
2013年 12月9日(月)
講師:藤田岳彦先生(中央大学理工学部劇受・日本数
学オリンヒ。ック財団理事)
受講者 30名(希望者)
内容(募集案内より抜粋)
まず確率論とは何かを概観し、純粋数学への応用とし
てはりーマンゼータ関数と確率論の関係について述べ
る。応用数学としては、伊藤詩青先生 (2006年ガウス賞受
賞)の作られた確率角勃斤をランダムウオークから説明す
る離散確率解析を導入として説明し、最後に数理ファイ
ナンスへの応用(ブラックショールズ濯論)について論
じる。
-第39回数学特別講座
rコンピュテーショナル・オリガミ入門 ~折紙の幾何
学とアルゴリズムならびにその工学応用J
講師:舘知宏先生(東京大学大判完総合文化研究科)
2013年12月10日 ωく)
受講者 38名(希望者)
内容(募楽案内より抜粋)
折紙は紙を折ることで様々な形を作る伝統的な遊
び・創{伴舌動て寸が近年ではORIG訓Iとして国際的
に認知され，数学，科学，工学，建築，芸術，教育，
歴史など多様な側面から研究される学際ぬなテーマ
です。近年の折紙の発展においては特に， i計算折キ氏」
すなわち折紙の幾何学とアルゴリズムにかかわる研
究が重要な役割を担っています。本講座では，三次元
折紙と変形メカニズムの幾何的性質を解説し，それら
を設計可能とする最先端の計算手法計算折紙によっ
て可能となるデザインや工学応用可能性を紹介しま
す。
-第40回数学特別講座
『曲線で閉まれた面積を高精度に計算するには?
-数{酪筋\とフーリエ級数の親癌な関係-~
2014年 1丹11日(土)
・講師:小林健太先生(一橋大学街学研究科)
2.4.学年を越えた少人数学習の研究と実践
サイエンスコミュニケーション能力の育成を目指して，
高校2年生の総合学習「ゼ、ミナー ノレjを，筑波大学大学
院生が参加する形で実施している。これは筑波大学大学
院数理物質科学研究科(DC)の講座「数学インターンシッ
プJ(1単イ却と連動したものであり，高校3年生の総合
学習(テーマ研究)につながる。生徒は研究成果をレポー
トにまとめるとともに，本校テーマ研究発表会， SS羽生
徒研究発表会などで発表している。
2012年度は大判完生のかわりに本校OBの参加もあっ
た。高校3年生の発表，中学3年生も参加しての高2生
徒のプレ発表，大判完生の講義などを行った。参加者の
アンケートから，相互に刺激を受けていることが窺え，
効果的な取り組みであると考えている。
? 、
?
?
2013年度は、筑波大学の坂井公教授や大特完生のご指
導を受けながら，数学衣子きの生徒が集まって『明日役に
立たなくても 400年後に役立つ(かもしれない)数学J
をテーマに取り来Uνで、し、る。
明治大学「高校生によるMIMS現象数理学研究発表会J
のような生徒発表の場に積極的に生徒は参加し，発表し
ている。 20日年の第3回では、最優秀賞と審査員特別賞
を受賞した。
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[2013年最優秀ポスター賞}
第 5@]マス・フェスタ (2013年 08月 24日) に
も参加し，積極的に取り組んだ。これは，大阪府立大
手前高校の主催しているイベントで，数学を愛好する
高校生が参集して日頃の研究成果を披露しあう場で
ある。本校ではここ数年希望者が参加している。
2.5.生徒の数学的活動の支援
特別講座同様，生徒の数学への興味関心を高めるため
に数学オリンヒ。ック (JMO)・数学ジュニアオリンヒ。ック
(JJMO)への参加を募っている。今年度も多数が応募して
いる。国際数学オリンヒ。ックには， 日本が初参加した第
32回大会から 2013年夏の第54回大会までに，のべ33
名の生徒が， 2012'"'"'13年国際数学競技会ではのべ4名
の中学生が， 日本代表として参加した。
数学オリンヒ。ック 参加者数→IMO成績
2010年 JJM0184名 JM059名→金メダル1
2011年 JJM0205名 JM094名→銀メダル1
→ I括C(国際数学競技会-中3以下) 銀メダル2
2012年 JJM0133名 JM089名
→JMO銅メダル1，成績優秀者l
→ 2013国際数学競技会 (IMC)ブルガリア (BIMC)
(2013. 6)の日本代表翠手2名
→金メダノレ1，銀メダル1 (総合順位1位)
→第 54回国際数学オリンヒ。ツク (IMO) コロンピ
ア大会の日本代表選手 2名銀メダル獲得
(2013.7月)
京都大学が主催する「数学の森in KyotoJ数学コンテ
ストでは、 2013年3月に l名が参加し金賞、 2013年 12月
には4名が参加し、銀賞・銅賞を受賞した。
数学に興味関心を持った生徒が集まり研究活動を行い，
数学を楽しむ部舌動「数学年ヰ学研究会jの支援を行ってし、
る。昨年度も文化祭での発表に多数の来場者を得るととも
に，研究レポート集を発行した。
3.開発教材一覧
女印今年度関発中のもので科高に記載D
fA代数仇1gebra)J，fお1.解析(A.nalysお.)J，fG.幾何
(Gωmeむγ)J， fp'確率(Probab出ty)J，
fS.統計(Statistics)J， fD.微分方程式(Di笠erential
Equation) J ， f O.その他(Others)J
-34-
各項目を整理する際，中学を小文字，高校を大文字に
して，校種を区別した。また，教材開発の擦に想定して
いる，もしくは，実際に授業をおこなった学年を数字で、
示した。学年を特定していない耕寸や複数学年での取り
a1. 整数 2008 
al-2. 有理数 2007 
a3. 暗号理論と整貌命 2006 
A1. 数と方程式 2008 
A1-2. 平方根の連分数展開について 2012 
A2. 離散な数列と連続な関数 2009 
A2-2. 2: K~4 と ß分求樹去 2011 
A3. 寵換と正多面体群 2007 
A3-2. 1次変換の線形性 2008 
an1. 2元1次方程式とその応用 2007 
an2. 合成関数とグラフ 2009 
an3. 五蝕~J1直を含む関数のグラフ 2009 
高散す値とガウス記号を含む関数のソフト
an3-2. 2010 
ウエアによるグラフ描画
ゐ1. 2次関数 2007 
必11-2 2次損数 (2) 2009 
必11-3 和や積のグラフ 2010 
An1-4. 国で証明する三角関数の性質 2013女
必12. 円周率の近似 2007 
An2-2. 三角関数表を作る 2006 
お12-3. 加法定理から導き出される多項式 2006 
ゐ12-4. 三角関数の和と穣の罵期 2011 
g1. 四角形の合同条件 2008 
gl-2. 作図の教材 2009 
gl-3. 四角形の性質(包含閥系) 2010 
g1-4. 正多面体の面相互の作る角 2012 
g1-5. 三平方の定理 2013大
g2. チェバ・メネラウスの定理 2007 
g3. 立方体の切断 2007 
g3-2. 反転法 2007 
g3-3. 立方体の切断 (2) 2009 
g3-4. ヘロンの公式の幾何的証明と応用 2013女
扱いを想定している教材は，数字の代わりに rfJを用い
た。
(例) an2. 合成爵数とグラフ 中学2年の明特別
以下大の教材を言説安する。
G1. 四面体の幾何 2008 
Gl-2. デカノレトの円定理 2009 
G1-3. 正多角形と新棄な正方形の作図法 2013女
G2. 正17角形の作図 2008 
G2-2. ベクトノレの内積と方ベきの定理 2011 
s1. 統計の基本 2006 
s2. 標準偏差・近似臨線 2006 
s3. 正規分布と標準化 2006 
s3-2. シミュレーションによる授業 2006 
S1. 回帰事線，相関係数 2007 
Sl-2. 数思統言十学入門 2009 
S2. 残お滑によるデータ系列の関係 2007 
S3. 主成分分析入門 2007 
S3-2. 正規分布の平均の推定 2008 
d1. 自摂教の和，平方数の和，立方数の和 2007 
dl-2. 『数える』 2010 
d2. グラフや図形の移動・変形 2006 
d3. 2次関数の接線 2006 
d3-2. 面積・体積 2006 
d3-3. 最大・最小 2006 
d3-4. 放物線で固まれる面積 2013大
D1. 包絡線 2006 
グラフ描画の方法ーテクノロジーへの
D2. 2007 
挑戦一
D3. 包絡線(その2) 2006 
D3-2. 微分方程式 2006 
D3-3. 微分方程式の応用 2006 
D3-4. 関数のグラフの描画法 2008 
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An1-4.図で証明する三角関数の性質
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関連単元:三角比，三角関数
教材名:図で証明する三角関数の性質
《三角関数の性質の証明》
三角比(数学1)および三角関数(数学I)の分野
においては， Sill， COS，泊nを含む等式について，さま
ざまな性質の証明が行われる。本来，三角比は，誼角
三角形の辺の比から生まれた概念であるから，角の一
般性を問わなければ，そこには必ず図形的解釈がある
はずであるが，教科書では，一般性を指向する観点か
らか，すでに示した等式を変形することによる証明に
終始することが多い。これはある意味ではもったいな
いことのように筆者は思う。さまざまな等式に対して
図形的ネ尉処を明らかにすることで，もとの等式に対す
る理解を深め，見方を豊かにすることもできる。この
ことは，とかく「三角関数は公式を暗記する分野Jと
考えがちな生徒の意識を変容させることにもつながる
のではないだろうか。
本稿ではこのような考えから，筆者の授業のなかで
生徒が持ち寄った三角関数の性質への図形的な証明を，
いくつか紹介していきたい。
1. 15度の三角比
次の等式は，数学1の三角比では比較的有名な等式
といえるであろう。
sin150 = 16LF，∞s 150 - J勺J2
たいていの場合，この等式は，数学lの範囲内では，
15
0
， 75
0
， 90
0
の直角三角形をつくり，補助線を使って
斜辺の長さを求める方法で示される。具体的には，次
のような方法である。
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このあと，斜辺の長さを三平方の定理で求めていく
のだが，ここで~8+4f3 というこ重腕を外すこ
とになるし，その後分母の有理化もしなければならな
い。筆者はこのことに単純に疑問を持ち， r 4ゃ16，
J2といった長さが実際に出てくる図は考えられな
いのかjと生徒に投げかけてみた。その結果，次のよ
うなアイデアが生徒から出た。
《アイデア1.1}
A 
?
B C 
AB=4，どABC=750，どACB=900 とする。
ABを斜辺とする直角二等辺三角形ABEをかき， Eか
らBCの延長，ACヘ下ろした垂線の足をそれぞれD，
Hとすると，
AE= BE = 2J玄，どEAH= LEBD = 300 
であるから，
EH =ED = J2， BD=AH= 16 
である。したがって，
AC=庁 +σ，BC=f6 -J玄
を得る。 瞳
《アイデア1.2}
4 
P 
C Q R 
PQ=QR=4，どPQR= 300のムPQRの面積は， P
からQRに下した垂線PTの長さが2であることから，
4x2xす=4
よって，斜辺の長さが4，2つの角が150，750であ
る直角三角形の面積はこの半分の2である。
一辺の長さが4である正方形ABCDの内側に，図の
ように 2つの角が150，750である直角三角形ABF，
? ??
〈?
BCG， CDH， DAEをかくと，内側の正方形EFGHの
面積は， 4x4-2x4=8となる。よって，
EF=応 =GH=沼 =2[2…①
M 
J 
L 
また，図のように外側にも同じ直角三角形を4つ組み
合わせて，正方形]KLMをつくると，その面積は
4 x 4 + 2 x 4 = 24であるから，
JK= KL =山口問=216…②
①，②より，
AE+ED=2f6， ED AE=2[2 
したがって，
AE=f6-[2， ED=f6+[2 
を得る。 圏
2.倍角公式
sin2α= 2sinαcosα 
cos2α= cos2α-sin2α 
倍角公式は，加法定理の特別な場合 (α =s)とし
て示されることが多いが，図形的に示すのであれば，
むしろ加法定理より箆単な図で示されるので，加法定
理に先行するのが自然である。このような考えから，
加法定理より先に倍角公式の証明に取り組んだ。
《アイデア2.l}
A 
3 M C 
AB=AC=l，どBAC=2αなる二等辺三角形ABC
に，頂角Aから辺BCヘ下した垂線をBMとする。
どBAM=どCAM=αであるから，
AM= cosα， BC = 2sinα 
したがって，ムABCの面積について，
ムABC=÷ ×1×1ωα
=すx2sinα×∞ 
すなわち， sin2α= 2sinαcosα 瞳
《アイデア2.2}
A 
M 
前の図で， C，MからそれぞれABに垂線CP，MQ 
を下ろすと，CP//I'v1Q， BM=MCより，
CP=2MQ， BQ=PQ (中点連結定理)
また，どQJ¥厄=900 どーB=αであるから，
BQ = BMsinα= sin2α 
MQ = AMsinα= cosαslnα 
したがって，
CP = sin2α= 2cosαslnα 
AP = AB-BP = 1-2sin2α 
あるいは，AQ=AMcosα= cos2αより，
AP=AQ-PQ=cos2α-sin2α 麺
上の図は，1-2sin2α= cos2α-sin2αであるこ
とを合意した図になっている。 BQ+QA= 1である
ことが， sin2α+cos2α=1であることを示してい
るからである。
3.三角関数の加法定理
sin(α+ s)ご slnαcoss+ cosαsins 
cos(α+ s) = cosαcoss -sinαsins 
ここまでのことを用いて，三角関数の加法定理を図
形的に証明する方法について考えた。なお，ここでも
与えられた角化 3のとりうる範囲については深く追
求しないこととしたため，多くのものは0<α<?
U<sくすで考えている。
-37-
《アイデア 3.l~
C D 
。
B 
図で、，どBOA=α，どCOB= s，どOBC= 900 
とし，CからABの延長に下した垂線をCDとする。
どCBD=どOBD-どOBC
= (900 +α) -900 
=α 
であるから，0C=1とすると，
OB = cossより
OA = cosαcoss， AB = sinαcoss 
CB = sinsより
BD = cosαsins， CD = sinαsins 
どAOC=α+sであるから，
sin(α+s) = AD= sinαcoss + cosαsins 
cos(α+s) = OA-CDコcosαcoss-sinαsins 
を得る。 輔
これは結果的に， {アイデア1.1~ を一般の角の場合
に拡張したものになっている。
《アイデア 3.2~
C 
。
B 
日 A 
図で，どBOA=α，どCOB= s，どOBC= 900 
とし，CからOAに下した垂線をCHとし， OBとCH
の交点をEとする。ムOEH∞ムCEB(二角相等)
であるから，どBCE=α
OC=lとすると， BC = sinsより
BE = sinstanα， OE = cos s -sinstanα 
よって，
OH = cos(α+ s) 
コ (coss -sinstanα)cosα 
= cosαcos s -sinαsins 
また，
EH=(coss sinstanα)sinα 
出 ρsin2αsins= Slnαcosρ-
cosα 
?
? ??
?
??
??
? ?
?『
?
?
?
? ?? ?? ? であるから，
CH = sin(α+ s) 
rv __.......ρsin2αslns ， sins = Slnacosρ 一 十一一一一一一
cosαcosα 
= Slnαcoss + J1-sin2α)sins 
cosα 
= Slnαcoss+cosαsins 
を得る。 圏
《アイデア 3.l~ほどの明解さはないが，三角比の定
義と相似をうまく利用して導いている。
《アイデア 3.3~ (正弦の加法定理のみ)
A C 
図のように，円に内接する四角形ABCDにおいて，
どOAB=α，どOAD=sとする。円周角の定理よ
りどADC=どABC=900だから，AC=lとすると，
AB= cosα ， BC = sinα， 
AD= coss， DC = sins である。
また，円周角の定理より，どDOB= 2(α+s)であ
るから， 0からDBに垂線OMを下ろすと，
DM = ODsin _1CySL=主sin(αリ)
よって， DB = sin(α 十s)
月に内接する四角形ABCDでは， トレミーの定理
BCxAD+ABxDC=ACxBD 
が成り立つから，
slnαcoss + cosαsins = 1 x sin(α+s) 
を得る。 盟
トレミーの定理が意外な場面で活躍する証明で，発
? 。?、
?
の斜辺の長さを1としたときの，直角をはさむ2辺の
長さjとしてとらえており，正弦/余弦の加法定理を
i2つの長さの積の和/差とみなすことjに着想を得た
証明になっている。この見方は，三角比を学ぶ上で，
決して軽視されるべきでないように思われる。
表後に生徒間で、歓声のあがった証明である。のちに，
この証明を発見した生徒は，余弦の加法定理について
は次のように証明した。
4.和積の公式
sin a + sin sコ 2sin今立ω 今企
《アイデア3.4}(余弦の加法定理のみ)
B ?
mα+ cos s = 2cos弓色ω 苛立
Kl 
加法定理のときに三角比の値を長さとして表すこと
が有効で、あったので，同様にしてよの和積の公式を図
形で証明することができないかと考えた。
D 
?
A 
《アイデア4.l}
?
Kz 
。
図のムABCにおいて， OA=OB=l，どC= 900 と
し，0からAC，BCにおろした垂線をそれぞ、れOH1，
OH2とする。どAOH1=α，どOBH2=sとすると，
AHl = sinα ， H1C = OH2 = sins 
BHz = coss， HzC = OH1 = COSα 
したがって，
AC= sinα+ sin s， BC = cosα+coss…① 
一方， BOを延長し， ACとの交点をDとすると，
どABO+どOAB=どAOD=α-s
OA=OBであるから，
どABO=LOAB=今企
AB= 20Bcos今f}_= 2cos号企
どABC=s十三二立 a土立であるから，
2 2 
C 
??
?B ムDAHl=ムDAO
...① 
=÷(六角形CH2K問 H1)
ごす(cosa叫 -s凶 ns)
30A=?-(αリ)より，
ム凹ごすxlx叫す-(川l}
一方， OA=OB=l， 
=÷cos(α+ s) 
よって，
-・②
したがって，①②より，
cos(α+ s) = cosαcoss -sinαsins 
図において， 0A=OB=1とし，四角形OH1CHzは
長方形である。 A，BからOHz'OH1に下した垂線を
それぞ、れKl'Kz' AKlとBKzとの交点をDとする。
どAOH1=α，どBOHz=sとすると，
OH1 = cosα ， OHz = coss 
AHl = sinα ， BHz = sins 
である。
また，
ムBDHz=ムBDO，
であるから，
ムOAB=ムABD+ムBDO+ムDAO
=ムABD+ムBDHz+ムDAHl
AC=ABω=2cos今企sln与企
BC = ABcos B = 2cos勺企cos与企
また，
を得る。
繰り返しになるが，これらの証明では角の範囲につ
いては深入りしておらず，上の図で説明がつくのは
田
これと①より，与式を得る。 語
なお，積和についても図形的証明を試みたが，さす
がに加法定理から式変形で示す方が簡単のようである。
?
?
?
? 、
?
0<α+3<? 
の場合に限られる。しかし，これらの証明のアイデア
は， sm α， cosαなどの値を，すべて「直角三角形
単位河上で，
角子の動径OA1の延長と直線y=lの交点P1' 
角与の動径OA2の延長と直線y=lの交点九
?の三角比(応用)
応用問題として，次のような問題に取り組んだ。
5. 
角与の動径OA3の延長と直線y=lの交点九
Sln乎=cのとき，2π Sln -7 _α， 
をそれぞれとると， OA1 = OA2 = OA3 = 1だから
OP1 : OA 1 = 1 : S in与より OP1= l_ 
iα
OP2 : OA2 = 1 : sin子より O九ごす
OP1 : OA 1 = 1 : S in年より OP3= l_ ， c 
1 . 1 1 -十一二ーであることを示せo
a 0 C 
《アイデア5.l}
ここで，y軸に関して点P1，P2と対称な点をそれぞ
れP1'，P2'とすると，
L_P2'OP1' =どOP1'P2'=子より OP2' =P1'P2' 
どR叫=L_P1'P30 =予 OP1' = P1'九
よって，
OP1' + 01γ= P1'P3 + P1'P2' = P32' 
より
?
?
?
?
。? ?????
?
? ?
また，
ど弓九'0= L_P30九，_子より
OP1' + OP2' =OP3 
すなわち，与式を得る。 圏
平行線の錯角を駆使して二等辺三角形を次々にみつ
け，辺の長さをうつしていった証明である。最初に正
弦の逆数，いわゆる余割 (cos氏ant)を殴中に長さと
して表す場面では，正接についての相互関係である
1 +tan2 x =_1n 
COS-X 
したカミって，
単位円上に正七角形AoAlA2A3A4A5A6をかくと，
AIA6 = 2a， A2A5 = 2b， A3A4 = 2c 
である。
四角形A2A3A4A6において，円に内接しているか
らトレミー の定理が成り立ち，
A3A4 x A2A6 + A4A6 x A2A3 = A3A6 x A2A4 
よって，
2cx2b+2ax2c=2bx2a 
両辺4alxで、わって，
1 1 1 
一一一 -
a b c 
の証明に用いるような，単位円に接線をひいて動径を
延長する考えが応用されている。
を得る。 瞳
lつの正七角形において，対角線の長さが2種類(上
の証明での2α と2b)しかないことから，トレミーの
定理を用いて対角線と辺の長さ(上の証明での2c)
についての関係式を導いたものである。
6.まとめ
すでに述べたが，これまでの生徒のアイデアでたび
たび共通しているのは，三角比の債を線分の長さとし
てとらえ，その線分をいかに図中に見出すか，工夫し
ている点である。このことは，特に高校1年の三角比
の学習指導のなかでは，核になりうる考えのひとつな
のではないか。今後，生徒がこういった見方を獲得す
る過程にも着目していきたい。 (2013須藤)
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???
?
?、，?
《アイデア5.2}
y 
? 〈
?
?
?
g1-5.三平方の定理
関連分野:平面図形，計量
高等数学:幾何学
対象学年:中学1，2年生
関連単元:平面図形
教材名:三平方の定理
《三平方の定理を証明する》
図形の単元は，空間的なイメージや論理的な思考を
育てる題材としていろいろな方法で広く前生するが，
その根底となる発想力や柔軟性を育てるのは難しい.
しかし基本的な平面図形の知識があれば，自在に計量
的な応用問題にも取り組むことができるため，大変重
要である.中学1年で平面図形における考え方の引き
出しを増やし，様々な発展的思考力へとつなげるため，
三平方の定理の証明について考える.
具体的には，作図を通して平面図形の基本性質を確
認した後，合同の証明，三角形について理解を深める.
平面図形の基本性質(点や畠線の位置関係，三角形の
成立条件，及び四角形の性質)を確認、し，それらの知
識を用いて論理的に証明を行う.
三平方の定理は，通常の新ヰ書では中学3年生の分
野にて相似の後に位置づけられる.しかし，この耕オ
では，未習の内容で、あってもその都度，生徒の理解を
図りながら授業で扱う.既習であるか未習であるかに
関わらず，広く自由な観京で耕オを考えることで，生
徒の発想、力を豊かにし，様々な証明方法を検討する.
またそこで、扱った発展的な内容についても，今後の幾
何における創造性・瑚卒力につなげるために確認しな
がら指導する.
末尾に，三平方の定理とその逆についての証明以外
にも，ピタゴ、ラス数の見つけ方についての考察を紹介
する.
gl-5.1.三平方の定理の証明
斜辺がaである直角三角形ABCについて，三平方
の定理の証明方法についてどのように競べていくのか
を確認する.なおここでは，三角形ができる条件とし
て，
αくb+cかっ bくα+cかつ cくα+b
であること，直角三角形の斜辺は，他の2辺よりも長
いことを既に取り扱っておくとより瑚卒がしやすい.
匡E
直角三角形を 4つ組み合わせ，一辺がb+cの正方形
をつくる.すると面積は(b+ c) 2 = b 2 + 2bc + C2で
ある.
一方，ムABCを4つ分と，中央の寸忍がαの正方形と
の和で切のでjb川十日bc+山る
これら 2式より， α22b2+C2を得る.
ここでは，後半の中央の寸互がαの正方形であること
も，角度を使って説明しておくことが必要である.
匡盟
証明1の一辺がb十Cの正方形の中に，一辺がbの正
方形とづ忍がcの正方形，直角三角形が4つ分を作り，
(b+C)2 =b2十C2+1bc×4とムABCを4つ分と，
2 
中央の一辺がαの正方形との和でもあるので，
1bc×4十α2= 2bc+α2を比較する方法もある.こ
2 
の位置関係や組み合わせ方法を変えても，面積自体は
変わらない.
b 
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匡&j31 
直角三角形ABCの斜辺αを一辺とする正方形は，
:b川十(bイ =2い
と分割できるので， α2=b2+C2を得る.
匡自
証明3と似た図形で，度角三角形のそれぞれの辺を一
辺とする正方形を比較する.一辺がbの正方形と，一
辺がcの正方形を等積変形し一辺がαの正方形の内
部に移すと，
α2 = 2x_!_b2十2×1C2となり，
2 2 
α2zb2+C2を得-る.
匿自
証明4と同様な図形であるが，三角形の合同を用いて
証明もできる.直角三角形のそれぞ、れの辺について正
方形を作り， Aから DEに垂線をAJ下す.斜辺を一
辺とする正方形の面積は DJ=d.JE=e とすると
α2 _αd+αeである.一方ムEACとムBICは2辺
爽角柁当により合同である.また，ムDBAとムCBF
も合同である.ムBCIは頂点をBからAに等積変形
すると，面積は_!_b2であるム臥Cも頂点をAから
2 
Kに等積変形すると， 1Mとなる.よってが =aeと
2 
なる.同様にムDBA三ムCBFであり，ムDBAは面積
1Gd，ムBFCは面積1C2より c2=αdを得る
2 2 
したがって， a2_ αd+αe=b2十c2
I 
日
匡圏
F G 
直角三角形ABCを2つ組み合わせ，台形をつくる.
台形の面積は，
1 1今今
(b+c)x(b+c)x-:-= :(bL.十2bc+CL.) 
2 2 
となり，一方，ムABCX2+ムBCB'の面積でもあるた
1 . _ 1 ゥ 1 ウ
め，~bcx2+ーゲ=一(2bc+ α L.) となる.これら
2 2 
の面積は等しく， α2= b2十c2を得る.
C 
台形の面積の求め方は小学校の知識で学んでいるため
理解が早そうではあるが，AN.が一直線であることを
確認する必要がある.
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匡E
接線の性質と内接円について理解をしている場合は，
面積について，ムABCは1bcであり，円の半径をrと
2 
するときかα中のであるここで搬の性
質より，a=(c-r)+(b-r)なので
rzjMb+C)となりこれ杭入し比較すると
1 . 1 ， 1 
-bc=-(α+ b +c) x二(-α+b+c)
2 2 
2bc=一α2+ b2 + c2 + 2bc 
したがって， G2=b2十c2となる.
三平方の定理でこうしづ形の円との関係を理解してい
る生徒は，中学3年のへロンの公式や，高校1年生の
三角比においても，応用することができるため有効で
ある.
b 
B 
C 
匡圏
本校の校章を見ていて思いついた生徒がいた.基本は
等積変形であるため，証明5に似ているが，手)1頂が簡
単で他の生徒の理解も得られやすかった証明を紹介す
る.
まず，面積b2の正方形CDEAを平行四辺形ClHA
に移動させる.次に同様に，面積c2の正方形 BAF
、G
を平行四辺形BAHJに移動させる.この移動したあと
の六角形ACIHJBのうち，ムIHJをムABCに移すと，
正方形BCIJの面積はが +c2=α2となり，三平方の
定理の証明となる.
本校校章
D 
H 
匡E
折り紙を折ることが好きな生徒からの証明は次の通り
である.風車を折っていて気付いたようである.
対角線が2αの正方形CDEFがあり面積は1α2x4
2 
である.また，ムABCが4っと，ムABDが4っと，
ムACDが4つの和でもあるので，それぞれの辺の長
さから求める.ここで，ムACDの面積は，DG// JA 
をひき，JA =DG-AB =b-cとなるので，ムACD
をムJACに等積変形して求める.
1') . 1. . 1. " ， • 1 ~a2 x4 = ~bcx4+~bx (b -c)x4+ミc2x4 2 2 三
より α2=b2十c2を得る.
C 
F 
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gl-5.2.三平方の定理の逆
どA=900コα2=b2十c2の証明をする中で，i逆の
証明があれば三平方の定理が証明できるJや「三平方
の逆の証明は用いてもよし1か?J としづ質問が生徒か
ら出てくる.まだ証明していない内容なので，使える
としたら...~証明してくる生徒もいた.開催の関係が
成り立つ式で、あれば，仮定と結論が混河し，用いてし
まう生徒も少なくない.そこで，三平方の定理を用い
て証明する方法や，単独で三平方の定理の逆の証明を
いくつか紹介する.
匡自
ムABCにおいて，a2 = b2 + C2が成り立っていると
き，直角三角形 A'B'C'についてムABC=ムA'B'C'がし1
えれば， ζA=900 となるため，ムABCは直角三角形
と5正明できる.
監自
ムABCとその辺で作られる正方形AEFB，ACGH， 
BIJCがあり， BI /AK// CJとなるAKをひく.この
とき， 等積変形して四角形AEFBは四角形DBIKに
移る，同様に四角形ACG廷は四角形DKJCに移るこ
とは確認済みである.
ここで， B C2C2 D=αx -一一，
a- α 
b2 b2 DC=αx ---~ =ー でーあるので，
α一 α
ムDABにおいて， AB: DB=c:三=α.c ， 
α 
ムDACにおいて AC: DC=b:ど=α :b
α 
であることが分かる.
また，ムABD∞ムCBA，ムCAD∞ムCBAより
ムA'B'C'はど~A'=900 となるため，註角三角形である. ムABD∞ムCADとなるので， ζADBニζCDA，
どこADB+どこCDAニ1800 なので，
三平方の定理より，x2 =b2 +c2.…①また，仮定より どこADB=ζBAC=900 となる.
α2 = b2十c2…②なので，①ニ②となる.
よってα>O，x>Oであるからα=xとなる.
ムABCとムA'B'C'は3辺相等より合同.
したがって， どこA=どこA'=900より
ムABCは直角三角形である.
α 
b 
C 
x 
C 
日
K J 
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gl-5.3.ピタゴラス数を考える
三平方の定理を理解したところで，生徒はよく知っ
ている 3:4:5の直角三角形以外にも，三平方の定理
が成り立つ三角形を見つけ，一般化出来なし1か作業の
中で見つけようとする.まずは1つずつ成り立ってい
るものを列挙し，並べてみて規則性や法則が無いか検
討する.一般化することで，いろいろな自然教に如、
て，直角である良さを用いて，平面図形における円の
性質や幾何的概念の更なる発展，放物線における図形
や点の位置関係について考察出来るため，数列を学習
する前に，触れておきたいと思う.
|ピタゴ、ラス数の見つけ方|
32+42=52より)9+16 = 25であるが，これを図
に表すと図1のようになる.さらに， 25， 16が平方
数であるので，図2のように変形できる.このとき，
9=32 =4x2十1となるので，x2 =2α+1または
が =(2α+1)十{2(α+1) + 1}を見つければよい.
(α+1)2 =X2十α2または(α+2)2=X2 +α2 
に当てはめれば、成り立つ.
.32=9=4x2+1 
.42 =16=(3x2+1)+(4x2+1)より
32+42=52 
.52 = 25 = 12x2+1より 52+ 122 = 132 
. 62 = 36 = (8 x 2 + 1) + (9 x 2 + 1)より
62+82=102 
.72 =49=24x2+1より 72+242=252
. 82 = 64 = (15 x 2 + 1) + (16 x 2 + 1)より
82 + 152 = 172 
. 92 = 81 = 40 x 2 + 1より 92+402 = 4e 
以上のように，一般化してから確認することが出来る.
図1
図2 25個
9個
gl-5.4.まとめ
三平方の定理を用いて幾何的に発想し，アイディア
を出し合うことは生徒にとって有意義な持問で、あり関
心が高い.またその中で，論理的な思考を育て，真偽
を考えることも重要である.たくさんの証明方法の中
で，数学が苦手な生徒も自分で好きな考えや納得のい
く証明を選択し理解することが出来るため，大変貌し
みやすい分野でもある.ここでは，単なる公式や直角
になることを前提として授業を進めるのではなく，今
までの知識の中で何が使えて 用いる定理にはどんな
託明をしなければならないのか考察することが更なる
悲鳴引こつながる.生徒の発想力を豊かにする環境を授
業で創ることは難しいが，この耕オを通して十人十色
な生徒の考えを伸ばし，授業に参加することが出来る
教材が生徒の興味・関心を引き出せると思う.
参考文献
霜越松太郎(1978)rピタゴラスとその定理』
(遠山啓/銀械部帰国土社
(2013 田中)
? ??
?
g3-4.ヘロンの公式の幾何的証明と応用
関連分野:幾何分野
高等数学:幾何，解析幾何
対象学年:中学3年生，高校 1年生
関連単元:三平方の定理
教材名:ヘロンの公式の幾何的証明と応用
《ヘロンの公式を幾何的に証明しその応用を考える》
ヘロンの公式を扱うのは，高等学校の数学Iにおい
て余弦定理を学習した後であることが多い.余弦定理
を利用した証明の流れは，三角比の応用として手頃な
題材と言えるが， α，bぅCを3辺の長さとする三角形の
面積Sを，
s=ニゾs(s-ゆ -b)(s -c) . . (*)
の形まで菌数分解する計算は， s = (α+b+c)/2と
おくことも含めて，結果ありきである印象がぬぐえな
い.また，複雑な代数的な計算が入るため， s， s-αう
s -b， s -cの幾何的な意味が全く分からなくなってし
まう.これは，三角形の lつの頂点から対辺(または
その延長線)に垂線を下ろして，三平方の定理を利用
する別の証明では，さらに顕著である.生徒には，考
え方が容易で計算が困難な証明だけでなく，幾何的な
意味も含めてへロンの公式を理解し， (*)のように締
麗な形になる理由を知ることによって，その必然性を
味わって欲しいものである.
g3-4.1 ヘロンの「測量術J
T. L.ヒース [2]によると，歴史的には，紀元前後
頃(諸説ある)に活躍したヘロンが「測量術jで初めて
記述したへロンの公式の証明は，幾何的なもので、あっ
た.その証明で必要な知識は， r平行線と比J， r三角形
の相似J， r円j であり，現行の課程の中学3年生でも
十分に理解できる.ただし，巧妙な補助線が必要であ
り，その難しさから，中等教育で直接扱うことが避け
られているのも納得できる.本稿で扱う証明では，生
徒が取り組みやすいように，三角形の内接円と傍接円
を利用し，巧妙な補助線が不要になるよう工夫してい
る.この証明の著想、は，安藤・佐藤[1]の間2.5r三角
形の内接円と傍接丹の位置関係j より得たが，同様な
証明は君島 [4]，締矢 [3]にも記述がある.
ヘロンの「測量術Jでは，根号を含む数を有理数に
近似する方法の記述もあり，ヘロンの公式は実用的澱
量法として位置付けられている.コンビュータの発達
した現代では，近似計算が容易にできるので，ヘロン
の公式はより実用的になったと言える.一方で，コン
ヒ。ュータを利用しない場面では，特にα，bぅCが根号を
含む数であるとき，有理数への近似を行わないとい)
における Sの計算は密難になるため，実用的でないと
捉えられることもある.そのため，本稿では，立体図
形や座標平面への応用を通して， (*)の右辺をより扱
いやすい形に式変形し，手計算でもへロンの公式の有
用性を見出すことを目的とした.
g3-4.2 前提となる知識と授業の流れ
中学校の3学級(各男子41名)を対象として，中学
2年 (2012年度)から中学3年 (2013年度)にかけて同
一生徒 123名に次の授業を実践した.
• 2012年度中学2年数学(幾何) 1， 2， 3学期
一平行線と比(三角形の相似を含む)
ー メネラウス，チェパの定理とその逆
一三角形の五心(円の基本的性質を含む)
ーへロンの公式の証明(内接円と傍接円を利用)
・2013年度中学3年数学(代数) 1学期
「へロンの公式の応用j
ーへロンの公式の式変形(展開・因数分解)
一座標を利用した三角形の面積の公式
一点と直線の距離
-放物線の回転移動(放物線の定義を含む)
「関数のグラフ」
一関数のグラフの平行移動，拡大・縮小
一関数のグラフの和集合，共通集合
r2次関数の演習問題j
一高校入試の過去問題
本稿では，上記のうち，ヘロンの公式に関する授業
とその分析について，次の流れで紹介する.
(1)幾何的な意味が分かるように，内接河と傍接円を
利用してヘロンの公式を証明する.
(2)ヘロンの公式を利用することで，実際の計算での
煩雑さを体験する.
(3)へロンの公式の根号内の式変形(展開，医数分解)
を考える.
(4)立体図形・座標平面への応用で， (3)の結果の有用
性を見出す.
(5) (2)-(4)の内容を含む期末試験を2013年度1学期
に実施し，試験後の生徒アンケートにより，試験
問題の「理解度J， r興味・関心j を各小慢で調べ，
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比較する.また，向時に，実施した授業の各内容
も伺様に調査する.
(6) (5)の調査結果を分析する.
g3-4.3 ヘ司ンの公式に関する授業実践
ヘロンの公式に関する授業実践の内容とその様子に
ついて，主なものを挙げていく.
(1)ヘロンの公式の証明(内接円と傍接円を利用)
安藤・佐藤[1]にある「三角形の内接円と傍接円の位
置関係j を利用し，幾何約にヘロンの公式を導く.君
l鳴[4]，細矢 [3]にも同様な証明の記述がある.
固(ヘロン吋) ムABCの内心を 1，LAに対
する傍心をIAとおく.また，点Iから直線BC，CA， 
ABに下ろした垂線の足を Hαぅ耳b，Hc，点、 IAから直
線 BC，CA， ABに下ろした垂線の足を KαぅKb，Kc 
とおく.このとき，
α+b十 c
αニ BC，bニ CAぅ c=ABぅ 8= 2 
アニ(ムABCの内接円 Iの半径)う
rA = (ムABCの傍接円 IAの半径)ぅ A 
A 
5 = (ムABCの面積)
とおいて，次に答えよ.
(1) 28， 8はそれぞれ
ムABCの何を表すか.
(2) 3点A，I， IA は
どのような位置
関係にあるか.
理由も答えよ.
(3)次の長さを αうbぅCぅS
の式で表せ.
(a) AHb = AHcぅ BHα=BHc， CHα = CHb 
(b) AKb = AKc 
(c) BKc = BKαぅ CKb= CKα 
(d) HbKb = HcKc，狂αKα
(4) 5を8，rの式で表せ.
(5) 5をαぅ8，rAの式で表せ.
(6)γ とrAの積rrAをb，cぅSの式で表せ.
(7) 5 = vsrsーα)(8-b)(8 -c)を示せ
略解
(1) 28 = (ムABCの痛の長さ)ぅ 8= (ムABCの周の
長さの半分). 
(2)一直線上にある.2点1，IAは共にどAの二等分
線上にあるから.
(3) (a) AHb = AHcぅ BHc= BH削 CHα = CHb， 
Sニ AHcート BHα 十 CHbより，)1慎に 8αう
8-bう 8 C. 
(b) 2AKb = AKb十AKc= AC+CKα 十KαB
トーBA= 28より， AKb = 8. 
( c)BKc = AKc -AB = 8 -C.伺様に，
CKb = 8 -b. 
( d)HbKb = AKb -AHb = 8 (8 -α)=α 
また， HαKα=IBKα-BHαi 
ニ 1(8-C)-(8-b)1 Ib-cl. 
μ) 5 = 6BCI十ム凹+ムABI=牛=r8 
(5) 5 =ムABIA十ムACIAームBCIA= r・A(8-α) . 
(6) LIBIA = 900 より，ムIBHα∞ムBIAKα なので，
γ:BHα=BKα: rAより， r・A= BHα.BKα= 
(8 -b)(8 -c). 
(7) 52 = 5. 5 なので， (4)-(6)より， 52 = 
8(8 -α)rrA口 8(8-α)(8 -b)(8 -c). よって，
5>0より， 5=、/8(8-α)(8 -b)(8 -c). 口
略解を見ると，使っている知識は， i平行線と比J， 
「三角形の相似J， i河j であることが分かる.この意
味では，この証明はへロンが「測量術Jで与えた証明
(cf. T. L.ヒース [2])とほぼ同義である. しかし，補
助線は，三角形の辺の延長線と，内心と傍心からの垂
線のみであるから，それほど技巧的でなく，比較的扱
いやすい内容である.
授業中の生徒の様子をいくつか紹介しておく.(3)(a) 
について，多くの生徒は， AHc=ιBHα =yぅCHb=
zとおいて， 2(x+y+z) = 28， x+y口 c，y + z = 
αぅZ十x=bを利用して，代数的に解いていた.略解
のように， 8を幾何的に 8= AHc +BHα+CHbと捉
え，AHb = AHcうBHc= BHαぅCHα = CHbを利用
する方法は，分かり易いと評判であった.(3)(b)につ
いて， AKbを求めるのは，なかなか難しいようであっ
た.図形的にAKb= AC十CKα に気付いても，この
式だけでは何も求まらなし、からである.さらに，対称
性により AKc= AB+BKα とAKb= AKcに気付く
と，略解のように 2AKb= 28が得られる.実際の授
業では， iAKbだけで考えても難ししリというヒントに
対し， i2AKbJの答えが返って来た. (4)， (5)の結果
???? ?
によれば，T，九のどちらか一方が仏 bぅc，sの式で表
せれば，sを決定できる.しかし，これが難しいので，
(6)では，S2 = S(S-α)TTAにおける γγAをαぅbぅc，s 
の式で表すことを目標にしている.(2)を証明したこと
もあってか，生徒はとりあえず，ムAHcI∞ムAKcIA
で考え， AHc:ァェ AKc:九より，ヱ=三二2とな
TA S 
り，TTAが得られないことに気付く.つまり，TとγA
が対応するような三角形の相似では，TTAが得られず，
対応しないようなものが必要となる.そのために重要
なのはどIBIAニ 900 であり，自分で探せない生徒に
は，ヒントとして与えた.ここから，(7)のようにヘロ
ンの公式を得ることは容易である.
ちなみに，結果論ではあるが，ヘロンの公式は
S = VAKc' AHc 日cB.BKc 
とも書き換えられ，直線AB上の線分のみでSが表現
されることになる.ヘロンの公式は形が締麗であるだ
けでなく，幾何的にも意味があることが実感できるだ
ろう.
(2) ヘロンの公式の式変形の利用
3辺の長さがすべて有理数である三角形であれば，
へロンの公式の計算は容易である.しかし，例えば， 3 
辺の長さがすべて根号を含む数の場合は，特に計算が
煩雑になる.その例として，まず，次の直方体の切断
面を考える.
回右の直方体におい
て，ムABCの面積を求め
よ.
15L 
直接，ヘロンの公式を用いると， BC = v'I3， CA = 
ゾ"5+ y'lo + VI3 
y'lo， AB = J5より，Sニ 2 なので，
ムABC=
ゾ吉十VI5+ vf:i3 -J5 + VI5 + vf:i3 
d-VI5 + vf:i3 J5 + VI5 vf:i3 
2 2 
となり，面積が定まることは分かるが，計算は大変そ
うである.この計算で，ヘロンの公式は，
S= .)α+b十 c -α+b十Cα -b+c α+b-c
V 2 2 2 2 
と書き換えられることに気付くので，具体的な値では
なく， αぅb，cでの式変形を考察する.
軍詞 3辺の長さがαぅbぅCである三角形の面積Sを，
ヘロンの公式を利用して，仏 bぅCの式で表せ.また，そ
の式を変形し，できるだけ多くの(ある程度締麗で意味
のありそうな)形で表せ.作った式に， )1慎に⑬，①，…
と名前を付けよ.
解答例
s= .jα+b+c -α+b+c α-b+c α十b-C ⑪ 
V 2 2 22 '-/ 
=jシゾ川÷吋Cの)(←一α+bい十れC仰一bい+れC仰 +b一Cの) ① 
1;ドゾ仰
:jシゾ仙p科ん十打Cρ2)戸2一肘十山4勺) ③ 
ニド附-仙b2- C2)2 ④ 口
⑪-③までは多くの生徒が気付くが，④はなかなか
出て来ない.授業では，③の式を書き，①からの式変
形を考えさせた.余弦定理を知っている生徒からは， I余
弦定理Jとしづ声が出て来る.
匡自問2を解くには，どの式を使えば楽に計算で
きるか.
@⑬，①は大変そう.
@他の式は覚えられなし、から，とりあえず⑪-
eルートがなくなるから，②，③，④のうちのどれ
か.
@先生がわざわざ計算させたから，きっと③が楽な
はずだ.
@③が多少楽だが，本質的には②-③はそれほど変
わらない.
根号内の式が 2乗と 4乗のみで表されていれ
ば，根号内は自然数である 5う10，15の計算で済
むので，②一④が楽である.ただし，②，③では，
a2b2， b2c2ぅc2α2うα4うがう c4の計算が多少面倒ではあ
る.一方，④では，4a2b2 と，まとめて計算できる
い2十が _C2)2だけ求めればよい.実際，③を利用
すると，
ムABC= ~/(2/5y'lõ)2ー (5 十 10-即
=;ρ(50ー トj(間2の解)
のように，最も楽な計算になる.ヘロンの公式を単純
に適用し，。を用いると，一見すると複雑な2重根号
の式に見えるが，その計算結果が有理数になるのは驚
きである.
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以下，⑬-④をそれぞれヘロンの公式。-④と呼ぶこ
とにする.
E 問2の結論比ム即=;でい面積は
たまたま有理数になったのだろうか.それとも何か理
由があるのだろうか.このことを考察せよ.
理由を考えるが，明確な答えが得られない生徒が多
い.一方で，すぐに「開くと正方形j の声が出たクラ
スもあった.説明してもらうと，まず，次の図を描い
てくれた.
クタ¥グl
在斗VB
図1.直方体
3 
1 A 
3 
図2.正方形
1 
B 
2 
図 1において，ムABCと1辺を共有する 3つの
ムABE，ムBCDうムCADをムABCと共に取り出し
て広げると，図 2のように正方形になる.ここで， 2 
つの線分DA，AEが直線上にあること， 2つの線分
EB， BDが直線上にあることが気になるかもしれない
が，次のどちらかの方法で確認することができる.
. 1辺の長さが3の正方形の辺上に図のように点A，
Bをとり， 4つの三角形を作る.
・2つの線分DA，AEについて，余弦定理を利用
して， COSどDAC，cosLCAB， cosLBAEを求め，
加法定理で COS(どDAC+どCAB+どBAE)= -1 
を示す.2つの線分EB，BDについても同様.
図2を利用してムABCの面積を計算すると， 1う2，3 
は自然数(有理数)なので，
ムABC= (正方形)-(ムABE+ムBCD+ムCAD)
=32-(j21+;23+;31)=: 
のように有理数と有理数の差になり，求める面積は有
理数である(間3の解). 
折り紙を利用すると，より理解が深まる.また，図
を眺めていると，簡単に一般化できることに気付く.
匡自このような関係があるのはJ のようなとき
か.一般化せよ.
-どのクラスでも，すぐに f1+ 2 = 3Jの声.
@幅と高さの和が奥行きになればいいはず.
理由が予想、できれば，後は，次の間のように単純に
計算して確認するのみでよい.
A 
I Fp~ 41右の註方体において， ケ¥¥/ペ
ムABCの面積をSとおく.こ ~ ーーf.~B
のとき，次に答えよ. ….1メ二一-------1/
(1) Sをmぅ仏 kの式で表せ C ..7i 
(2)特にm+η =kをみたすとき，Sをm，ηの式で
表せ.
堕壁 (1)ヘロンの公式③を用いると，S= 
jJ4(m2 川 )(η2川)一 川 + η2 十η2 十k2 -(伏kμ2+刊吋叫ηポ的2勺)
=;ゾm叫 m2k2+仇 2
(2)図2と同様に，
円 (1 1 _ 1_ ¥ 
s = k~ -I ~mn 十 :;-nk ト ~kml¥2 2.2 ) 
が成立するので，k = m 十 η を代入して， 3
m2十mn+n2 ロ
2 
授業では， (2)の結果の確認として， (1)の結果に
k=m+nを代入して，代数的にも必ず根号が外れる
ことを確かめた.これは，因数分解のよい練習になる
と共に，図2の一般化を思い付かなくても，単純に(2)
の結果が得られるという安心感に繋がるからである.
発問2の解答例間4の記号の下で， (2)の結果より，
m2+mn十η2
m+η=kのとき，s=..- " なので， mうη
が有理数ならば， 3も有理数になる. 口
次の結果は授業で、は扱わなかったが，記述だけして
おく.間 4(2)で，さらに Sをへロンの公式⑬で表す
と，次の代数的な一般化が得られる:
m > 0， n > 0， k = m+mα之、1m2+ n2， 
hd玄τk2，c= &十m2のとき，、j(α+b+c)(-α+b + c)(α-b + c)(α十 b-c) 
ェ 2(m2+mn+η2). 
これは，a， bぅ Cを代入したとき，一見すると複雑な2
重根号の式である左辺が，右辺のように根号のない式
で表せることを示している.
(3) ヘロンの公式の座標平面への応用
ヘロンの公式を座標平面に応用していく.ここでの
最終的な目標は，回転移動した放物線の方程式を求め
ることである.
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まず，座標平面における三角形の面積をその頂点の
座標で表す.
固臨時において， 3}~ 0ゅう 0)，A(α1 
B(cぅd)を頂点とするムOABの面積を仏 bうc，dの式
で表せ.
略解 OA ニ d可否EうOB= vc号 d2うAB= 
v(α_ C)2 + (b _d)2なので，ヘロンの公式③より，
ムOAB = ~J40A20B2 _ (OA2十OB2_ AB2)2 
|αd _ bcl 
=言、/4(αd-bc)22 2 である. 口
次に，この結果を利用して，座標平面における註線
と点との距離を求める.
困座標平面において，次の距離を求めよ
(1)直線y=αzとその直線上にない点A(xoぅYo)と
の距離
(2)直線U二 αx+bとその亘線上にない点A(xoぅYo)
との距離
(3)亘線αz十 by十 c=oと点A(xoぅYo)との距離
略解求める距離を dとおく.
(1)直線上の点B(lぅα)を
とり，ムOABの面積
を間 5の結果と定義の
2種類で表すと，
U A(xoぅYo)
αz 
iXo・α_YO' 1 J ム =ムOAB=zdEτ五・d
|αXo _ yol より d = ----v一一ーである.、/α2十 1
1αXo _ Yo + bl(2)平行移動で (1)に帰着させ，d = ~ l 
(3) (i)点Aが直線上にあるとき: d = O. 
(i)点Aが直線上にないとき:
b チ 0のとき， (2)の結果を利用して，
d=lαXo + byo + cl-
d可否E
C 
b = 0のとき，直線はx-一一 (α チ0)なので，
α 
1_ (C¥ 1 1αXo + O. Yo十cld = Ixo _ト--=-) I = ----v .十でて
I ~ ¥αノi ゾα2+ 02 
iαXo + byo + cl(i)， (i)より ，dピ 一一→ iである. 口
放物線の回転を扱うため，放物線の幾何的な定義か
ら2次関数のグラフが得られることを確認する.
固 αチ0に対して，日(0ぅα)，直線R:y =一α
とおく.次の条件
PF = (点?と直線fとの距離) . . (*) 
をみたすような点P(xぅy)の集まりのなす図形の方程
式を求めよ.
堕壁、/(x_ 0)2十 (y_α)2 = Iy_ (一α)1より，両辺
を2乗して， u=iz2である 口
令α
放物線の幾何的な定義を次のようにまとめる.直線
fとその直線上にない点Fに対して，条件(*)をみた
す点Pの集まりとして放物線は定義される.このとき，
車線fを準線，点Fを焦点という.
??????
?
??
??
?
?
? ?ー???
??
????? ?
????
?
?
??
? ?
U 
z 
(1)焦点Fの摩擦と準線Eの方程式を求めよ.
(2)放物線上の点P(x，y)について，xとuのみたす
方程式を求めよ.
略解 (1)間 7の結果より，放物線 Uニ x2の焦点
は 10ぅ~)，準線はy=-1である OF = 1ょ¥ -， 4 } ' ... -v 4 
I v3 1 ¥ r=-
り FIニニ司ー ト R: ゾ3x+ν+一=0である.¥ 8 J 8 J J • _.- • v 
(2)間6(3)の結果より，放物線上の点P(xぅy)は
(;¥2/2ldz+U+ll J(x一一 1+トヱ l 
V ¥ v 、
をみたすので，両辺を 2乗して整理すると，
x2 _ 2V3xy十3y2-2V3x _ 2y = 0を得る. ロ
g3-4.4 アンケート誠査
中学3年のl学期の期末考査後にアンケート調査(記
名式)を行った. 123名のうち 118名の回答が得られ，
ほぼ全数調査と考えられる.調査内容は
• 1学期の授業内容について(表。
• 1学期の期末考査について(表 2)
・各項目での自由記述
である.内容と結果の詳細は以下に記述する.
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(1) 1学期の授業内容について
表1.授業内容についてのアンケート
授業で、扱った内容 理解 興味・関心
(2) 1学期の期末考査について
表 2.期末考査についてのアンケート
1学期期末考査の内容 理解 興味・関心
A ヘロンの公式の証明(傍接円)2.70 (0.981) 2.69 (0.863) 回(1)放物線と直線の決定 3.77 (0.674) 2.81 (0.967) 
B.へロンの公式の式変形 2.92 (0.921) 2.32 (0.894) 
C.=角形の面積の公式(座標) 3.12 (0.944) 2.60 (0.929) 
D.点と註線との距離 2.79 (0.996) 2.59 (0.941) 
E グラフの平行移動 3.15 (0.887) 2.60 (0.843) 
F.グラフの拡大・縮小 2.93 (0.888) 2.50 (0.827) 
G.複数のグラフの和集合 2.48 (1.063) 2.66 (0.945) 
H.複数のグラフの共通集合 2.48 (1.063) 2.60 (0.930) 
1.放物線の定義(焦点等) 2.68 (0.906) 2.72 (0.876) 
J.放物線の回転 2.31 (0.889) 2.70 (0.898) 
K.放物線の相似(平行等) 2.77 (0.883) 2.56 (0.844) 
L. 2次関数の演習問題 2.99 (0.870) 2.98 (0.928) 
上記全項目 2.78 (0.972) 2.63 (0.902) 
理解は， r理解できている..4点j， rやや理解できている一-
3点J， rやや理解できていなしい・2点J， r理解できていな
し1・1点J，興味・関心は， r面白い問題である一.4点J， 
fやや面白い問題である..3点J， rややつまらない問題で
ある一.2点J， rつまらない問題である…1点Jとして調査
した.表の数値はその点の平均 括弧内の数値は標準備
差を表す.
3章で説明しなかった内容について，簡単に補足
しておく.グラフの平行移動，拡大・縮小は，関数の
グラフ y= f(x)に対して，y -q = f(x -p)， 
主=f (斗のことであり，方程式のグラフf(x，y) = 
q ¥pノ
0についても同様に扱った.複数のグラフの和集合，共
通集合については，次の間値変形
f(xぅy)g(xぅy)ニ O
件 f(xぅy)= 0またはg(xぅy)= 0， 
If(xぅy)1+ Ig(xぅy)1= 0φ f(x， y)= 0 = g(xぅy)
(件 f(x，y)2十g(x，y)2 = 0 ) 
によるグラフの表現の拡張である.放物線の相似は， 2 
つの放物線y=αx2ぅy= bx2は相似であり，また，直
線y= mx(mチ0)との原点以外の交点をA，B，も
う1つの誼線y= nx (nチ0)との原点以外の交点を
C， Dとしたとき，ムOAC∞ムOBD，AC//BDなど
の性質があることである.2次関数の演習問題は，国立
大学附属高校を中心とした高校入試の過去問題である.
(2)三角形の面積の2等分 3.63 (0.725) 2.83 (0.951) 
(3)放物線と直線の交点 3.14 (0.796) 2.88 (0.910) 
回(1)グラフの拡大，和集合 2.61 (0.870) 2.68 (0.967) 
(2)放物線の回転 2.26 (0.780) 2.64 (1.020) 
回(1)放物線と正八角形の関係 3.21 (0.940) 2.92 (0.924) 
(2)正八角形と直線の方程式 2.91(0.931) 3.00 (0.903) 
(3)等積変形 2.43 (0.744) 2.94 (0.916) 
回 放物線と定点を通る直線 2.47(0.955) 2.60 (0.880) 
回(1)ヘロンの公式の式変形 3.29 (0.893) 2.47 (0.971) 
(2)へロンの公式の応用 3.09 (0.892) 2.54 (0.932) 
(3)有理数の性質 3.04 (0.948) 2.48 (0.990) 
上記全項目 2.99 (0.952) 2.73 (0.957) 
理解は， r試験中に解けたー.4点j， r時間があれば自力で解
ける..3点J， r解答を見れば理解できる..2点J， r解答を
見ても理解できない・ー1点J，興味・関心は表 1と同様，
として調査した.表の数値は，表1と同様のものを表す.
参考までに， 1学期期末考査の成緩の結果は， 100 
点満点で平均53.8点，標準偏差18.65，最高点96点，
最低点13点であった.また，問題の内容，酒己点，解は
次の通りである.
1学期期末考査中学3年数学(代数)
回 αが正の定数のと
き，関数y=αx2のグ
ラフ上に2点A，Bがあ
/--〆.-
り， A， BのZ座標はそ / 一10αI 2 X 
れぞれ一1，2で，痘線
ABの傾きはjである また，直/線ABとU軸との
交点を Cとする.原点を Oとして 次の間いに答
えよ.
(1)α の値，直線ABの方程式をそれぞれ求めよ.
(2)直線OB上に点Dがあり，直線 CDがムOAB
の面積を 2等分するとき， Dの座標を求めよ.
? ?
(3) y = αx2 のグラフ上に点 P をとる • (2)で求めた
Dについて，ムPBCとムDBCの面積が等しく
なるようなPのz座標をすべて求めよ.
国次の図形を表す方程式を求めよ 結果のみでも
構わない.また 式を整理しなくもよい.
(1)ひし形とそれに内接する円
(2)放物線y= 2V2x2を成長 Oを中心として回転
させた放物線
(1) 争 (2) 外/軸y=x
3x 
国 ν x2のグラフ
があり，図のように，正
八角形ABCDEFGHの
2つの頂点B，Fがこの
グラフ上に， 2つの頂点
A， Gがz軸上にある.
次の間いに答えよ.
(1)点Aの座標，点Bの座標を求めよ.
(2)直線EFの方程式を求めよ.
(3)直線 EFがy軸と交わる点を P，x軸と交わる
yニ x2
z 
点を Qとする.ムOPQの面積はムEFHの面積
の何倍かを求めよ.
「で寸 x2 + 2 141 xチlのとき，t ニ一一一ーとおく • xが1を
l__j -， x-1 
徐くすべての実数の値をとるとき，tのとり得る値
の範留を求めよ.
国図の直方体において，
ムABCの面積を Sとおく.
ただし， DA =仏 DB= 
bう DC= cである.このと
き，次の間いに答えよ.
ただし，必要であれば，次の結果を用いてもよい.
3辺の長さが αぅFうγである三角形の面積は
ド(2as)2 仙 s2一千)2 である
(1) SをαぅbぅCの式で表せ.
(2)特に α十 b= cをみたすとき，Sをαぅbの式で
表せ.ただし，できるだけ簡単な形まで整理し
て答えること.
(3) (2)において， αぅbが有理数ならば，Sも有理数
となる.この理由を答えよ.
匹宝田(1)は12点，その他は各8点で 100点満点.
経由(いj，uzjぺ (仰GぅD
土ゾ3 1土vi5
(3)zz-E一ぅ 2 
国(1)(I~I+I 引- 1) ( x2十U2-122}¥131 . 141 ノ¥.. • v 25 J 
I / 寸"2 /司"2 x+Y+~1 
(2)υ (xー ム)+ (y一二) = J 広 ~I¥1 ¥ 16 J .¥ u 16 J . jヨ
(仲 x2一2…2一1Z一Lu . u 2 2υ 
(1 ¥ I ，/2 1 ¥ 回 (1)Aド)， B (ど i\2'~)' ~\ 2' 2J 
ル山りx+平 (3)ぺ
田正 -2-2~， -2+2~ 壬 t
回附=jゾ九九
2αb+ b2 
(2) Sニ 2 (3)2つの有理数の和・差・
積・商(分母Oは除く)はまた有理数となる.ゆえに，
d十 ab-トbαぅb，2は有理数なので， sz j g v もまた有
理数となる.
(3) 各項目での自由記述
一部の項目の自由記述の内容を紹介する.
• A.ヘロンの公式の証明(傍接円)
。肯定的:発想が面白かった.思いついた時の証
明はとても締麗.傍接河を使って楽に証明できた.
ちょっと面倒臭いけど面白い.ょくできててすごい.
幾何約考え方好き.JMOなどで使える.図形はおも
しろい.逆から考えないと証明できなし、から面白い.
傍心の使い方がおもしろい. 。中潤約:面白いが需
? ??
要ない.証明はできたら嬉しいけどできないとイラ
イラする.知ってた. 。否定的:他の証明だけでい
い.面倒臭かった.使えなそう.需要ない.難しい.
テストで全然できなかった.計算キツイ.分かりに
くい.簡単.
. B.へ口ンの公式の式変形
形によって使いやすさが変わって面白い.単なる
計算問題だが頭は使う.式変形だけで面白くない.
. c.三角形の面積の公式， D.点と亘線との距離
ヘロンの公式が関数にも使えるのが面白いと思っ
た.式の変形がピタッとはまって面白い.関数を図
形で解くのが面白かった.便利で楽しい.今後使え
そう.公式を覚えるだけでいい.ヘロンの公式の変
形を使用するため，元がなければとけない.
@回 (1)-(3)ヘロンの公式の式変形・応用，有理数
頑張って計算する他に図形から簡単に正解を出せ
るという方法に良さを感じた.図で表して面積を求
めるのは面白い.幾何的な要素も使うから面白い.有
理数の問題は興味深い.単なる計算問題.
. L. 2次関数の演習問題
難しいが面白いし考えがいがある.パズルのよう
で面白い.関数を図形で解くのが面白い.
(4) 分析
まず，表1， 2において，特徴的な数値とその項自に
着目する.表 lにおいて，興味・関心で最大値となっ
た項目は iL.2次関数の演習関題jである.表2にお
いても，興味・関心で平均の 2.73以上である項目は，
白(1)-(3)，回(1)-(3)であり，これらはすべて表1の
Lの内容に該当し，理解も高い数値を示しているもの
が多い.一方，表2の理解で平均の2.99以上であるこ
れら以外の項目は，国(1)-(3)であり，内容が一致す
る表1の iB.ヘロンの公式の式変形j と共に，理解で
高い数値，興味・関心で低い数値を示している.逆に，
表1，2の両方で、理解が最小値となった項目は iJ.放物
線の回転」と図(2)である.共に「放物線の回転j に
関する内容で，最も難易度が高かったが，興味・関心
は平均の前後に位置している.全体的な分布を考える
と，理解と興味・関心の相関係数は，表 1で-0.129，
表2で0.097であり，理解と興味・関心にほとんど相
関関係はない.
次に， 3章の fヘロンの公式に関する授業実践j に
関連する項目を自由記述の内容を含めて考察する.3 
章1節 fヘロンの公式の証明(内接円と傍接円を利用)J
について， Aより，理解こそ平均より少し低めである
が，ある程度の興味・関心を引き出せたようである.自
由記述によれば，幾何的な発想、と締麗な証明を評価す
る声が多い.3章2節「ヘロンの公式の式変形の利用j
については， B，回(1)一(3)より，理解し易く興味・関
心の低い内容と言える.これは，式変形のみと捉えら
れたためだろうが，自由記述によれば，利用の場面で
ある図1， 2の発想、には面白さが認められる.3章3節
「ヘロンの公式の摩擦平面への応用Jに関しては，間
5， 6について， C， Dより，理解に差があるが，興味・
関心は平均的である.自由記述からは，幾何的なヘロ
ンの公式を関数分野でも使えること，ヘロンの公式の
式変形の有用性，導いた公式自体の実用性，に良さを
感じたことが伺える.また，問 7，8について， 1， J， 
図 (2)より，難易度の高さにも関わらず，ある程度の
興味・関心はあるようである.
g3皿4.5 まとめ
へロンの公式の内接円と傍接円を利用した証明につ
いては，公式の幾何的意味が分かると共に，証明にお
ける幾何的発想、の見事さがあり，この点で生徒の関心
は非常に高かった.一方で，十分に理解できない生徒
にはJ難しくて面倒だj と感じられたようである.こ
れは，生徒の習熟度に応じて，設問をよりア寧に作る
ことによって，改善する必要がある.ヘロンの公式の
式変形自体については， i単なる式変形で面白くなしリ
という意見が多かった.公式をそのまま適用したとき
の煩雑さをもっと体験させてから取り組ませると，生
徒の印象も変わるはずである.一方，立体図形・座標
平面への応用の場面では，ヘロンの公式の式変形の有
用性を見い出せた.代数的な操作だけでなく，幾何的
な要素もあると，特に生徒の関心が高まる.
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G1-3.1. 正五角形の作図
学習指導要領には， u正五角形の作図』が，高校の作
図の学習内容の例として示されている.そこで，実際
に，正五角形の作図をやってみる.
正多角形と等積な正方形の作図法G1-3. 
関連分野:幾何分野，代数分野
高等数学:幾何学
対象学年:高校1年生
関連単元:r図形の性質j
教材名:r正多角形と等積な正方形の作図法J
《作図》
学習指導要領が改訂され，作図が数学A~こ追加され
た.いままでは中学l年で作図を学習しており，高校
で新たに学ぶことはなかった.そこで，今回の改訂で
追加された作図の学習内容を検討し，中学の作図とは
異なる作図を試みた.
問1 一辺の長さが 1である正五角形を作図しな
さし¥
E B 
正五角形 ABCDEを作
図するには，右図のように
3つの三角形に分け，まず，
ムACDを作図し，次に
ムABCとムADEを作図
する.
D 
作~①
長さ 1の線分CDが与えられている.
i)CDの垂直二等分線fをひき.CDとの交点をFとす
る. (CF二 1/2)
i) e上にFG寸となる点Gをとる.(CG二)5/2)
iii)CGの延長上にGH二1/2(二CF)となる点、汁をと
る. (CH二(件)5)/2)
iv) e上にCH二 CAとなる点Aをとる.
v)AB=CB=1となる点 B.AEニDE=1となる点 ξ
を，ムACDの辺上でないようにとる.
vi)5点、AB，C，D，Eを結び，一辺の長さが 1の正五角形
ABCDEが作図できる.
g 
C 
この作図では，対角線の長さの値が必要である.
1 ム~I r; 
求めると， AB: AC=l:ー」三であることから，長
2 
1ム‘Ir:.
さ 1に射るずの長さの線分の作図が学習の目
標となることがわかる.
このことから，高校の作図では，図形的な性質だけ
? ??
改訂された指導要領には，数学Aの(3)図形の性質の
分野に「ア平面図形(ウ)作図 基本的な図形の性質な
どをいろいろな図形の作図に活用すること.Jとあり，
その解説に， r中朝交において学習した基本的な作図や
三角形の合同条件，相似条件などの図形の性質を基に
して，三角形の性質や円の性質など平面図形に関する
基礎的な内容についての理解を深め，それらを事象の
考察に活用できるようにするとともに，殴形に対する
直観力・洞察力を養い 図形の性質を論理的に考察し
表現する能力を育成する.また，基本的な図形の性質
を作図に活用し，図形に対する見方を豊かにし，数学
の学習に対する興味や関心を高める. (後略)Jとかか
れている.さらに，詳しく
(ウ)作図
中学校では，第1学年で角の二等分線，線分の垂
直二等分線，垂線円の接線などの「基本的な作図
の方法とその活用Jを扱っている.
ここでは，中学校の学習内容や r(ア)三角形の性
質J，r (イ)円の性質」での学習内容を基にして，平
行な畠線，線分を与えられた比に内分する点や外分
する点， 1の大きさの線分が与えられたときのある
大きさの線分，正五角形などの作図を扱うことが考
えられる.
指導に当たっては，作図のための方針を明確にす
ること，作図の後でその方法が正しいことを証明す
ることや作図した全ての点が条件を満たしている
ことを確認することを大切にする.
とある.
これらのことをふまえて，高校の作図を考えてみる.
ではなく，代数的要素を絡めた作図が求められている
ことが伺える.そこで，次のような正五角形の作図も
試みた.
間2 次のような正五角形を作図しなさい.
(1) 対角線の長さが1である正五角形
(2) 外接円の半径カミ 1である正五角形
(1) 間1と同様に考える.対角線の長さ 1に対する一
Jえ-]
辺の長さは三三ーであるよって，次のように作図で
きる.
作国②
長さ1の線分BEが与えられている.
i)Bξの中点、をMとする.(EM二1/2)
i)εを通りBEに垂直な車線fをひく.
i) f!_上にEG二EMとなる点Gをとる.(BG二.j512) 
iv)BG上にGH二GE(=1/2)となる点、Hをとる.(BH 
.j5…1)/2) 
v)2点B，EからBA=EA=BHとなる点Aをとる.
vi)点、巳からBC二BA，点王からECニEBとなる点、C，
点、BからBD二二BE.点、ξからED二EAとなる点。
を，それぞれ直線BEに対して点、Aと反対側にとる.
vi)5点、A，B，C，D，Eを結び，苅角線の長さが1の正五角形
ABCDE力可乍図できる.
2 
G 
(2) まず，外接円の半径 1
に対する正五角形の一辺の
長さを求める.
A 
B 
上図のように点をおき， AB=a， ACコb，OBコ1とす
る.AM=AC/2=b/2 で，
ムABM∞ムOBNより ON=b/2a 
間1より a: b=l : (1+ .j5)/2だから
ON=(1+.j5)/4 
ムOBNにおいて三平方の定理より
( 1~門 (aì2 "1 2 . _2 山 d1+4./5 r +(H = l' :. a' = 
4 J ¥2) 4 
"10 -2"5 a>Oより a=.:i ~~ 
2 
これが正五角形の一辺の長さである.
この長さを作図するために，次のように変形すると，
4a2 =10-2.j5 より (2a)2 = (.j5 _1)2 + 22 
η I "5 1 1 。山三三~ I +fl という関係式が得る
Jえ -]
よって， (2)で求めた長さとーを利用して，箆角
2 
三角形を作図することから一辺の長さが作図できる.
作図③
半径1の円0が与えられている.
i)円馬上に点、Aをとり，線分OAの垂直二等分線fをひ
き，f!_とOAとの交点をMとする.(OM=1/2) 
i) f!_上に MP二OA(ニ1)となる点 Pをとる.(OP二
.j5 12) 
ii)OP上にPR=OM(二1/2)となる点、Rをとる.(OR 
.j5 -1 )/2) 
iv)Oを通りOA!こ霊直な直線mとひく.
v)m上lこOR二OSとなる点Sをとる. (AS二a)
vi)円Oの円馬上にAB二AE二AS(=a)となる点B，
Eをとる.
vi)点BからBC二aとなる点、C，点、EからED二aとな
る点、Dを円Oの円周上にとる.
viu 5点A，BC，D，Eを結び;対角線の長さが1の正五角形
ABCDEが作図できる.
E 
立1
立
???
G1-3.2. 正三角形と等積な正方形の作図
正五角形の作図では，必要な長さを代数的要素と三
平方の定理を利用して，作図している.
そこで，次のような問題を試みた.
間3 正三角形 ABCと面積が等しい正方形
DEFGを作図したい.次の間いに答えなさい.
(1) 正三角形ABCの一辺の長さを2とすると
き，正方形 DEFGの一辺の長さを求めなさ
し¥
(2) 正方形DEFGを作図しなさい.
(1) 正三角形の面積はよx2x.J3ニJ.3
2 
よって正方形の面積もJ3ーであるから，
正方形の一辺の長さは.J3の平対艮，
つまり， ~.J3 =~で、ある (およそ1.316--) 
(2) 一辺の長さが点の正方形を作図するには， 13
を作図できればよいそこで，13=fJ3 つまり，
3の4乗根は.J3の平方根であることから，次のよう
に変形し，作図できる.
?
??
?
??
??
作図④
一辺の長さ2の正三角形ABCが与えられている.
i)AからBCに垂線を下ろし.BCとの交点をOとする.
ii)ADの延長上にDH=DCC二1)となる点Hをとる.
CAH=.J3 +1) 
iii)AHの中点、Mをとる.
CAMニ(.J3+1)/2. MD=.J3 -AM二(.J3-1 )/2) 
iv)BCの延長上にME=AMとなる点Eをとる.
v)DEを一辺とする正方形DEFGが作図できる.
A 
B 
G1-3.3. 正五角形と等積な正方形の作図
前節の「正三角形と面積が等しい正方形を作図するj
問題を授業で取り組んだところ 他の正多角形につい
ても同様な正方形を作図できるかを調べた生徒が，次
の結果を報告してきた.その内容を示す.
間4 一辺の長さが1である正五角形と面積が
等しい正方形を作図しなさい.
まず，一辺の長さが 1である正五角形の面積を求め
?
BC=l どこBON=360
cω60ご立宣
ta凶 60=長三.J5
ON= _1-
2.J5-2.J5 
A 
B 
臓はト1×2戸石×
よって，面積の等しい正方形の一辺の長さは
~ 4~5 ~ 2./5 Ud:.g 4 
この値の線分を作図するために 次の変形をする. 
.J5_ I 1 .J5 1/5三石
2 "v/5コマ5 2-~ .J5 
zf×マjz×J日
す×♂x~広2.J5①
ここで， m=長三石=~(.J5 +1)2_12 とすると
①寸×♂x.J(m + 1)2ー (m-ぴ女
となり，これにしたがって，次のような作図をすれば
よい.
作図⑤
一辺の長さ1の正五角形ABCDEが与えられている.
i)AEの延長上にAFニ2となる点F.ζGAE=900 • 
? ??
AG=1となる点Gをとる.CGF=J5) 
ii)GFの延長上に聞こ1となる点Hをとる.CGH=J5 
十1) 
iii)GHを直径とする円をかき，円層上にHI二 1となる点
!をとる.CGI=)(J5 +1)2 _12二 m)
iv)IGの延長上にGJ二 1となる点J，線分GI上にGK
=1となる点Kをとる. (lJ二 m十七 IK=m-1) 
v)IJを直径とする円をかき，円周上にlk二iしとなる点し
をとる.CJL二 -J(m+ 1)2 -(m _1)2 ) 
B 
vi)LJの延長上にJM=Jしとなる点Mをとり，L乙LMN
二 900 ，MN二Jしとなる点Nをとる.CNL=J5 Jし〉
vii)Nしの延長上にLP二Jしとなる点Pをとる.CNし:LP
=J5 : 1) 
viii)NPを直径とする円をかき，しを還り NPに垂直な直
線をひき，円との交点をQとする.CLQ二勾5Jし〉
ix)しQを4等分し"Qに近い点を Rとする.CQR二
刊しし/4)
x)QRを一辺とする正方形QRSTが作図できる.
N 
T 
s <、AQ
R 
P 
G1-3.4. 正多角形と等積な正方形の作図
面積が求められている正方形を作図するため，正方
形の一辺の長さの値として，平方根や平方根の平方根
である4乗根が頻出する.そこで， 4乗根を作図する
方法として，次の2つのテクニックが多いに有効であ
る.
-式愛形
十伊=~f(7t +lf-(Jt-1f 
す)(ふ1f-(日f
前節の解説宵や作図⑤ID"'-'Vがこれにあたり，
m=長三友=~(J5 +1)2 _12とおき，
m2 +ι(ふ 1fより， mが作図で、きる
.~形の性質
方べきの定理より
右図において
a2=Jtx1 
a>Oより a=勾;
作図⑤v量の作図がこれにあたる.
その他の多角形についても試みたO ポイントと図の
みを示したので，途中の過程を考えてほしい.
問5 一辺の長さが1である次の正多角形と面
積が等しい正方形を作図しなさい.
(1) 正六角形
(2) 正八角形
ω 一辺の長さを 1~T0正六僻の臓は芋だ
から織の等山方形日の長さは序であ
る.これを次のように式変形する.
庄工呼千x)(ふ 1f_22 
作図は次のようになる.
-57-
(2) 一辺の長さを 1とする正八角形の面積は
213三方となるよって，面積の等しい正方形の
一辺の長さは~213Z玄である
この長さ ~2~3+2 .jj は，
.J2 x)~3+2.J2 =.J2 x~~ふ1f
=.J2 x~.J2 +1 
これを次のように式変形する.
m=守 (ニsm?とおき
.J2 x ~.J2 + 1 =.J2 x ~(2m)2 _12 
となるので，作図は次のようになる.
G1-3.5. 今後の展開
その他の正多角形として，正十七角形と等積の正方
形の作図も試みた.発表は次回にする.それ以外の正
多角形についても，今後試みていきたい.また，今西
の作図は，正多角形の一辺の長さを 1として，正方形
の面積や一辺の長さを表してきたが，問2や問3と問
じように，基準を変えて取り組むこともできるだろう.
なお，間1，問2に出てくる.}5の作図に， 1: 2 :占
の直角三角形をflいたが， 2:.}5:3の直角三角形を用
いた生徒もいた.これらを比較しても良いだろう.
今回の耕;tは，次ページにあるように，海外交流事
業の一貫で，料交にシンガポールの高校生が来校し，
一緒に授業を行ったときも扱った.数学で用いる数式
や記号は世界共通であり，特に，幾何については，進
度に関係なく，一緒に楽しめる耕才と考えられる.そ
こで，グ、ループ。活動的にこれらの耕才を用いた.最後
に，正三角形と正方形の面積が等しいことを示すのに，
鳩自返しを使って，視覚的にも示した.シンガポーノレ
の生徒達にとっても新鮮だ、ったようで，大変興味を示
していた.
やってみよう
正三角形を4つのパーツに切り分けて，そのパ
ーツを組み合わせて正方形をつくる.どのよう
に切り分けるとよし1か.ただし，パーツは畠線
で切り分けることとする.
A 
E 
/ブ I I・， グぎの円
〆Fム IJ ¥λ¥ 
/ノ¥下三:
:B DlJ QI 
I ' / I 
作図⑥
作図④で一辺の長さ点の正方形が作図できている.
i)中点、Dより長さ点のDEをひく.
ii)ABの中点FよりDEに垂線を下ろす.
ii)AC上にEG二AFとなる点Gをとる.
iv)GよりDξに垂線を下ろす.
v)上留の太線を切る.
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d3-4. 放物線で固まれる部分の面積
関連分野:代数分野
高等数学 :2次関数
対象学年:中学3年生
関連単元 :2次関数
教材名:放物線で固まれる部分の面積
《微分積分における極限の概念を生み出す教材》
中学数学において，座標平面上で計量のできる面積
は，毘線で固まれる部分または円に限られてしまう。
曲面で固まれる体積であれば，公式として球部の体積
や，円錐なども紹介されている。しかしそれらについ
て，詳細な証明は紹介されず，あくまで当てはめの公
式として使われることが一般的である。しかし本来は，
曲線で屈まれる部分についても求積をしっかりと極限
の概念を用いて証明をする必要があり，そこには数学
的な面白さが無数に宿生する。ここでは，曲線で囲ま
れる部分の求積として， 2次関数と直線で屈まれる部
分の面積の計算を考える。放物線には相似性がある為，
最も簡単な放物線 Y=X2とx軸と x=lの畠線で
屈まれる部分の面積について考えれば， 2次関数で屈
まれる部分はどのような場合にあっても求積がほぼ可
能になる。もちろん，定積分の計算をすれば，単純に
その面積はiであるのだが，この証明を中学 3年生
に考えさせたところ 述べ 15通り以上の証明が多く
の生徒から提案された。その証明は極限の考え方だけ
ではなく，幾何の相似拡大，また無限級数の概念の導
入など，沢山の数学的なアイデ、アが詰まっており，こ
ちらも大変勉強になった。ここに，その証明の数々を
紹介したいと思う。
1-1. 微小距離に注巨した証明
放物線で、固まれる部分の面積は，一般には定積分に
より計算される。しかし，中学での授業で定積分を導
入することは不可能なので，まずは，図形の紹介と，
本校開発耕才のほ1.自然数・平方数・立方数の和J
の概念を使って，区分求積法による証明を紹介する。
実際の授業においては，この証明方法も生徒から提案
された。問題提示は以下の通り 至って簡単なもので、
ある。
圏
y=X2とx軸と x=lの臨線で閉まれる部分の
面積Szjを示せ。
①区分求積法(長方形分割)
放物線y=ジ (0壬x壬1)とx軸の間にある部
分を、 y轄に平行な醜 x=f (k=L23， )で分
割する。 nが大きいとき、
1 ( 11 ¥ 2 12¥ 2 13¥ 2 1η一 1¥ 2 /1'ηl¥. 2¥ 
一i什i一i十i一I+1一I+"，+1一一一一i十i一II 
η¥ ¥ηノ ¥ηノ ¥ηノ ¥η ノ ¥ηノ/
=+中占シ(ο1子れ山2斗+は2山
η(η 十 1)(2η+1) 1 1 1
門
6n3 3 ' 2η'6η2 
-J1 
これより、 nが大きくなればなるほど、上の式の値
は、に近づくことがわかる。
(η→∞ のとき、i+去+ziz→:)
y 
(-; y~----一一一
k-l k n-2n-l1 X 
nnnnnn n n n n 
つぎに，下の図のようにn-1個の長方形を考えて，
y 
(午)l------一一
k-l k n-2n-1l X 
nnnnnn n n 
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同様にそれらの和を計算すると，
i(013132++(午n
去(12十山2十 (ηーが)
=η一肌ーに;-去÷ziEZS2
こちらも、 nが大きくなればなるほど、上の式の値
は、に近づくことがわかる。
( n→∞ のとき、~_2.+主→~ ) 3 2n 6nι3
もとめる面積をSとすると，S2くSくSl
であるから， S2jを得る。
次に，これを台形に分都する(一つ目は三角形)こと
で，平方数の和ではなく，連続する整数の積の和で計
算した生徒がし1た。
? ??
?
??? ??????
?
?
?
1-2. 微小菌穣に注目した証明
つぎに，区分求積法ではなく，正方形の放物線によ
る分割を考え，その面積比に注医する考え方での解法
を紹介する。
③台形の微小面積比
y y=x2 
?????
?
????
T' 
T 
。 t t+L1t x 
/1 S'を残りの部分の弱積とする。このとき， S': S = 2:1 
が示されれば良い。また，それぞれの部分を小さな台
形の集合として考えることで， T':T=2:1を示せば
良い。
(弘一一ーーー ーー ーー ーー ーー"“情拠自由ー ーー ーー ーー 句ー鳴----万
J ィ1
n-2n-l1 X 
n n 
つぎに，上の図のようにn個の台形(一つ自は三角形)
を考えて，同様にそれらの和を計算すると，
211(い~' /'} • ~ド=一寸す) {ロ2i的(οi一1)+ 1り} 2ηiηポ2 I ん“ ιd
1 (2 '1 
= 
2n3l3"(π-l)n(η+ 1) + nJ 
2η2 + 1 1 
6n2 →三
図の台形部分をT'，Tとするとき，
T2j(t十日t))((t + Llt)2 -t2) 
1 _ 
= "2Llt(2t + Llt)乙
Tニj(Mt)一抑+Llt)2 +ρ) 
=jAt(ゲ +2中 Llt2)
より
T' (2t + Llt)2 【 At2
T 2t2 + 2tLlt十Llt2 - 2t2十2tLlt十Llt2
であるから，dtを微小なE鴎をだと考えれば，
T':T = 2: 1 
である。
従って，S': = 2:1 
次に，放物線の焦点と，準線に注呂し，求めたい面
積を導出した非常にユニークな解法を紹介する。
??
④焦点と準線を利用した微小面積
y 
S 
。
c 
1 1 
4 
焦点Bから，放物線上の点Pに引し1た線分と， Pか
らら準線に下した垂線の長さは等しい。それぞれの線
分を右上に平行移動し，平行四辺形を考える。上側の
平行四辺形の対角線によって作られた三角形と平行四
辺形の密積比は1:2である。放物線の上保.IJ部分は微小
な三角形で埋め尽くし，下側部分は微小な平行四辺形
で埋め尽くされる。したがって，台形ABCDは放物
線によって， 1:2の比で分割されている。
よって， sを含む部分の面積は，
ム 1(1 I 5¥ .， _ 7 
口形ABCD= :-1'; + ~ 1 . 1 = ~ 2 ¥2 . 4) - 8 
7 2 1 1 
s=ー ・一一-=-8 3 4 3 
以上の4つが区分求積法から着想、を得た解法であるむ
本校開発耕;3集にも多数出てくる通り，微分方程式を
意識した耕オを中学1年生の時から多く取り上げてき
ている。これらのような考え方を引き出すためには，
耕才を工夫し，関数の概念を様々な角度から見せてお
くことが必須であろう。特に ④の焦点と準線に注目
した面積は，微分積分を学習していたとしてもまず思
いつくような考え方ではない。この証明を考えた生徒
によると，この耕オを扱う直前に，放物線の焦枇準
線に関する性質を扱ったことがきっかけで、生まれた発
想、だということである。
2-1. 面積の相似拡大に注目した証明
本校が発行した『創造的な耕2・指導法及びカリキ
ュラムの開発~中高6カ年から大学へ~開発耕オ集
(2004 年度'""2011 年度)~に掲載されている耕才の中
に，カバリエリの原理を使って放物線で、困まれる部分
の面積を考えるものが多数ある。カパリエリの原理の
基本的な考え方はそちらを参照されたい。ここでは
それらを駆使した証明を紹介する。
⑤相似拡大とカバリエリの原理I
y 
x 
1 
y=ー (x-l)2十1
D 
χ 
カバリエリの原理より，上図の打点部が下図の打点
部と面積が等しい。したがって，
1 S 
一一-=-= 1 -2S 
2 2 
1 
∞ S=三
次に，同じような考え方だが，注医する部分が異な
る証明を紹介する。
? ?? ?
⑥相似拡大とカバリエリの原理H
y 
上図と下図において，カバリエリの原理により
T=2α かつT寸(1-S) . 2 
が成立する。ここで、α=:-Sより，
1 ¥ 1 2(~-S)= 一 (1 -S) ¥2 -} 2 
1 
∞S=三
次に，島線 y=xを考え，三角形の面積と，相似
拡大した放物線で固まれる部分の面積の関係、から導出
した方法である。特に，放物線と島線 y=xで閤ま
れる部分の相似拡大を繰り返すことで，求めたい面積
を計算していることに留意したい。
⑦相似拡大とカバリエリの原理盟
y=x(x-l) y 
y=x2 
x 
y=xf-l 
χ 
図の畠線 y=xと放物線 Y=X2で閉まれる部分
の面積をTとして， T=jであることを示せば良い。
カバリエリの原理より，Tは y= x(x -1)とx軸
で閉まれる部分の面積に等しい。
ここで， y=i(X十助-1)とx軸で固まれる部
分は， Tを水平方向と垂直方向にそれぞれ2倍にヲ|き
伸ばした図形となるので，その面積は4Tとなる。
またy= x2-1とx軸で密まれる部分はその図
形をさらに垂直方向に2倍に引き伸ばした図形となる
のでその面積は8Tである。
この面積は，斜辺の長さが2の5互角二等辺三角形と
Tを2個合わせた部分の面積に等しい。
従って，
?
?
…?
? ? ??
??
? ???
続いて，本校開発耕才集に掲載されている fAnl・3
和や積のグラフJにあるような，関数同士の和に関す
るグラフを単純に式で考えるのではなく，グラフその
ものの移動を考えて描くことを意識した証明である。
カパリエリの原理を柔軟にとらえた発想の解法となっ
ている。
??? ?
③相似拡大とカパリエリの原郡V
y 
1 
2 
まず，y=げと x=j，x軸で閉まれた部分は，
水平方向・垂直方向にそれぞれj倍しているので，そ
の面積はjsである。
。
更に，カパリエリの原理より，上の図のように，
y=ジ+(x -1)2とx= 1 ， x軸およびy軸で、密
まれた部分の面積は2Sである。したがって，
1 1 
2S =一十一S-22-4 
1 
∞ S=3 
2-2_接線と放物線で臨まれる部分に注目じた証明
今度は，放物線の接線を考え，接線と放物線で囲ま
れる部分に注目し，相似拡大と，カバリエリの原理を
駆使した証明を紹介する。接線についても本校開発教
材集に掲載されているほ3放物線の接線jに紹介さ
れている通り，この耕オを扱う前に授業で取り上げて
ある。そちらも，微分を使うことなく，カバリエリの
原理から接線を考えることを基本として，この面積の
耕作繋げている。
⑨放物線の接線と相似拡大
x 
B' 
Z ? ?
?????
まず， x=jにおける接線と，放物線で閉まれる部
分に注罰する。図中の式を考えると， A=Bである。
Bの面積を相似比2倍で拡大すると， B'となり， B' 
を垂直方向に2倍に拡大すればSとなるので， 4B=B' 
かっB'X2=Sより， 8Bご SであるD したがって，
1 
B=ES ………(*) 
x 
となる。
このとき， SからAとBを除いた台形の面積は，
1/1 3¥ 1 1 
・ー-. -ー -'--'---開聞.倫綱刷
2 ¥4 -4J 2 4 
であるから，求める面積Sは
1 1 
S = -:-S -2十一8~ --4 
1 
∞ S=三
ここで<*)の式に注目すると，イ也にもいろいろな考
え方で証明することが可能となる。また，接線の引き
方も様々であるが 中点・端点における接線を引く生
徒が多くいた。
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次に，端点における接線とカバリエリの原理を考え
た証明である。
⑬放物線の接線とカバリエリの原理I
y=(x-l)2 
y=2x-l 
端点の接線 y= 2x-1と放物線で、固まれる部分A
の面積は，カバリエリの原理より， y = (x -1)2 と
x軸で囲まれる部分Aの面積と等しい。したがって，
前述の(*)より，直角三角形の面積は?sである。
ゆえに，
6 1 1 
-::-S=-::-'l'-8 ~ 2 - 2 
1 
∞ S=3 
さらに，中点における接線と カパリエリの原理を
考えた証明である。
⑪放物線の協線とカバリエリの原理E
x 
x 
x2 = (x-~) ~ + (x-~) 
仲 x2-(x -~) = (x-~) 
と考えることで，図の斜線部分の面積は等しい。
一方，ムOFE三ムGFDなので，斜線部は(*)のB
の面積jsに等しい。したがって，求める面積Sは，
台形DGBCの面積と斜線部の面積を合わせた面積と
なる。したがって，
1 1/3 1 ¥ 1 1 
S =-::-S十一1-:-+一卜一+-:-S 8 -. 2 ¥4. 4/ 2 . 8 
1 
∞ S=三
接線と放物線の関係、はそれぞれの関数の和や差を
考えることで，常に完全平方式が導出される。すなわ
ちそれは，x軸に接する放物線であり，そこに注目し
て放物線の面積を求める生徒が多くし1た。
? ?
?
?
3.カバリエリの原理を基づく証明
本校開発耕オ集に掲載されている id3・2面積・体積j
にも取り上げられているが，放物線を柱体に拡張し，
四角錐と向じ体積になることを利用した証明がある。
こちらも，生徒から提案された方法である。
⑫錐体と柱体の体積
y 
x P 1 
図のように，放物線をZ軸方向にlだけ平行移動し，
点Pを通る平面にある断面積を考えると，次の四角錐
の点Pを含む平面にある断面積と等しくなる。
高さ 1で底面が1辺 1の
正方形である四角すい
したがって放物線で作られた柱体の慨は:である。
よって， z斡方向の長さ 1を高さと考えれば，その底
面積は求める面積と一致する。よって，叶である。
次に，平面で、考えたカパリエリの原理による証明。
⑬3つの放物線の和
y 
。
S 
。
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S 
x 
y=(x-l)2 
x 
x 
次の図のように，庖線 y=xと放物線 y口 x2で閉
まれる部分を三角形で分都することを考える
1 :よ
/-4--，: " -4 -，、
1 、 1
2 2 
y 
~ 
4.取り尽くしによる証明
「アルキメデスの取り尽くし法j としづ古典的な方
法が有名である。放物線で図まれる部分を三角形で埋
め尽くし，無F長級数によって求積するとし1う方法であ
る。この考え方によく似た証明も生徒から提案された。
まず次の式を考える。
y = X2 
y = (X -1)2 …② 
y = -2x(x -1)…③ 
¢沼渇の右辺をすべて加えると，
x2 + (x -1)2 -2x(x -1) = 1 
となる。すなわち，関区間[0，1]においても常に lで
ある。したがって，図より
11 S¥ 
s + s + ¥2-2) 
1 
s=一
x 
このとき，直線 y口 X と放物線 y= x2で固まれる
部分の面積をTとすると，
T = (~) ~ + 2 (~) ~ + 4 (~) ~ + 8 (占)-+ 
=話)~ + ~ (~) ~ + ~ (~)→(占)十
→(~)+~(~)~ +~(~)~ +~(~)~ + 
つ注工~• (~) • (~)~-
=imi(1-(i))=; 
⑬三角形の取り尽くし法
まず，下図のムABCの面積を考える。ただし，
Oく αく bく c，b-α=c-b=kとする口
C 
Y 
2 
この方法は，アルキメデスの取り尽くし法である。し
かし，この方法を提案した生徒は，三角形の面積を一
般化してから証明をしているので，式が煩雑にならず
にとてもわかりやすい。
2 x ? ?
，?，?，?，?，?，?、
??
??、、、
、
? ?
，?，?，?，?，?• ? ???、、
、、
、
?。
次に，放物線の筋線をいくつも引いて，問題の部分
を三角形に分割し 取り尽くす方法である。無限級数
を用いた証明なのだが，考え方がとてもユニークであ
る。次の⑬と⑬は着眼点が違うが，本質的には同じ証
明である。
-67-
ACの中点をDとすると， Dのy座標 dは
2 + c2α2+(α+ 2k)2 
d=一一一一一= =α2十2kα+2k2 
2 2 
BD = d -b2 = d -(α+ k)2 = k2 
従って，
.b AB円 22kj=K3 
となるので， αの値によらず面積は kの値によって
決められることが分かる。
@凝線による三角形の取り尽くし法
まず，次の図のように，放物線 y口 x2 の
x=会山 i~ 2n) 
における接線をひき，し、くつかの三角形を作る。また，
このように分割した三角形の面積をそれぞれ
S1，S2，S3'……とするo
y 
x 
⑬放物線の接線と無F艮級数
x 
51 
図のように，点(1，1)をAo，そこから下した垂線
の足をB。とし，んを y= x2 とx= (Bηのx康問
との交点，Bη を y= x2 の Aη における接線とx軸
の交点とする。このとき，0Bn= 20Bη+1が成り立つO
また，⑬と同様に，
( OBn+1Aη+1で留まれる部分の面積)
= (AηBη+lAη+1で閤まれる部分の面積)
これをSη とおく。
このとき，
S=S1 + 2S2 +4S3十・・・+2ル1Sη
によって近似され， η→∞を考えることにより，
S = Sl+2S2+4S3+8S4 +…
を得る。
ここで，
であり，
ここで，
S = 2S1十ムAoBoB1
=2仇+ムA1m)+j
1 1 
= 4(S3叫んB2B3)+ー 十一16 . 4 
??
??
?
?
? ?
?
?
?
? ? ?
=421η+ZGY} 
= (~) + (~) L + (~) ~ + (~) ~ + 
つ誌エ(~) • (~)~-
=lmj(1 -(i) n)=: 
??? ?
=刷円山:
η→∞九
ここで明らかに 2Sn+1くらが成立するので，
2η+1S明』
一一く 1
2ηSη 
したがって，{2nSn}は正の等比数列であり，公比は1
よりも小さいので， limη→∞{2nsn} = 0である。
1 
人 S=三
同様な無F隊長数の式になる図形の分割方法として，
接線ではなく，カパリエリの原理を逆に用いて，放物
線によって臨まれる部分で、取り尽くす方法が提案され
た。曲線に囲まれた図形による取り尽くしなので，非
常に興味深い。
⑪放物線による取り尽くし法
。 x 
図のように y= (x -1)2 ， Y = (x _ ~)2 ， 
y = (x_~) 2 ，Y = (x_ ~)2 ， のグラフを書く。
このとき，⑬のように，カバリエリの原理から，す
べて三角形の面積で考えることができる。したがって，
⑬と同様に
なので，
1 
S1 =ー
ム 4
1 
S2=32 
1 
Sョエコ
J 256 
1 
SA= 
守 2048
= (~) + (~)~ + (~)J + (~)十
つ弘エm.m^-
21J(1-(~)); 
ここに取り上げた，⑬・⑬・⑫の計算で出てくる， r初
項j公比jの無関設数jは放物線で屈まれる部分の
面積の近似式であることが分かる。いずれも接線と放
物線で、屈まれる部分をカバリエリの原理によって面積
を捉えている。とても興味深い結果である。
以上のように大きく 4つに分けて証明の方法を紹介
した。他にも提案された証明はいくつかあるのだが，
基本的な考え方がここに紹介したものに類するものに
関しては割愛した。
中学代数の授業において，中学1・2年次に本校で、
開発された耕オを様々な場面で利用し，中学3年の最
後にこの面積の問題を取り扱った。それまで、に培った
アイデアと，新しい発想、で前首撤し，証明にチャレ
ンジしてくれた。証明に使える道具はそれほど多くは
なし1からこそ，生まれた証明も数多く見ることができ
る。一つの誌明を紹介すると，それを発展させた証明
を考えてくる生徒も多く，授業でも盛り上がって楽し
んで取り組んでくれた。
扱っている題材としてはとてもシンプルであり，定
積分を学習した高校3年生にとっては当たり前の結果
である。しかし，その当たり前の単純な証明だからこ
そ，時間をかけて深く考えさせることでこれだけ沢山
の証明を引き出すことができた。ここで挙げられた証
明に使ったアイデアは，それぞれが高校・大学への数
学に繋がっているD 微分積分への応用だけではなく
色々な場面で応用が期待できる発想、である。
(2013 三井田)
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